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1. Pojavljivanje steta u nekom portfelju modelira se pomoc¢u Poissonovog
procesa {N(t) : ¢t > 0} s intenzitetom A > 0. Pretpostavlja se da su sve
Stete iznosa 1. To znaci da je ukupna steta do trenutka ¢ > 0 jednaka broju
dospjelih steta N(t). Premije za taj portfelj prikupljaju se po stopi ¢ > 0 po
jedinici vremena. Pocetni kapital portfelja jednak je u € (0, 1000).

()

(b)

Objasnite da slucajni proces { X (t) : ¢ > 0} definiran s X (t) = u+ct —
N(t) modelira kapital tog portfelja u trenutku ¢ > 0. 1]

Neka je {F(t) : t > 0} prirodna filtracija Poissonovog procesa {N(t) :
t > 0}. Pokazite da je

E[X(t+ )| F(£)] = X(t) + (c— \)s.

3]
Odredite premijsku stopu ¢ tako da {X(¢) : ¢ > 0} bude martingal. [2]
Navedite teorem o opcionalnom zaustavljanju. 2]

Neka je ¢ premijska stopa takva da je {X(¢) : ¢ > 0} martingal.
Oznacimo sa Ty = min{t > 0 : X(¢) < 0} vrijeme propasti, to
jest, prvo vrijeme kad kapital portfelja postane negativan. Neka je
Tio00 = min{t > 0 : X(¢) = 1000} prvo vrijeme kad kapital dostigne
iznos 1000. Nadalje, neka je S = min(7p, Tip00) manje od ta dva vre-
mena. Upotrebom teorema o opcionalnom zaustavljanju pokazite da je
E[X(S)] = u. Pomo¢u toga zakljucite, u slucaju da je pocetni kapital
u = 250, da je vjerojatnost da se propast dogodi prije nego sto kapital
portfelja dostigne iznos 1000 priblizno jednaka 0.75. 2]

[Ukupno 10 bodova]

2. Osiguratelj motornih vozila radi po sustavu bonusa s pet nivoa. Postotak
osnovne premije koju pla¢a osiguratelj na svakom nivou je kako slijedi:

Nivo | % napladene premije
1 100
2 90
3 80
4 70
5 60




Osiguranici se kreé¢u po nivoima ovisno o broju Steta u protekloj godini.
Za svakog osiguranika, broj godisnjih Steta ima Poissonovu distribuciju s
ocekivanjem 0.4.

Pravila kretanja izmedu nivoa su kako slijedi:

ako nije bilo stete tokom protekle godine, osiguranik se pomice na nivo
sljedeceg viseg popusta (npr., sa nivoa 2 na nivo 3)

ako je postojala jedna Steta u protekloj godini, osiguranik se pomice
na nivo sljedeceg nizeg popusta (osim onih koji su bili na nivou 1 na
pocetku godine i koji ostaju na nivou 1)

ako su postojale dvije ili vise Steta u protekloj godini, osiguranik se
pomice dva nivoa prema gore (osim onih koji su bili na nivou 1 na
pocetku godine i koji ostaju na nivou 1, i onih koji su bili na nivou 2 i
koji se pomi¢u na nivo 1)

Odredite prijelaznu matricu za ovaj sustav bonusa (na tri decimale), te
nacrtajte graf pripadaju¢eg Markovljevog lanca. 3]

Osiguranik je na nivou 3 tokom prve godine police. Uz pretpostavku
da se polica obnavlja, izracunajte vjerojatnost da ¢e na pocetku trece
godine osiguranik biti ponovno na nivou 3. 2]

Navedite uvjete uz koje vjerojatnost da se osiguranik nalazi u odredenom
stanju nakon n godina konvergira kada n — oo prema nekoj grani¢noj
vrijednosti nezavisno od pocetnog stanja, te provjerite da su ti uvjeti
zadovoljeni u gornjem primjeru. 2]

I[zracunajte grani¢ne (asimptotske) vjerojatnosti da ¢e osiguranik biti
na nivou najviseg popusta 5. Mozete iskoristiti podatak da je grani¢na
vjerojatnost da osiguranik bude na nivou popusta 3 jednaka 0.154. [3]

[Ukupno 10 bodova]



3. Clanovi sheme naknade za onesposobljenot klasificirani su kao aktivni
(A), privremeno onesposobljeni (P), trajno onesposobljeni (7°) ili mrtvi (M).
Clanovi dobivaju naknadu kada se nalaze u stanjima P ili 7. Povijest
tipi¢nog clana modelira se pomoc¢u vremenski neprekidnog Markovljevog lanca
sa sljede¢im prijelaznim intenzitetima:

A— P: 0.15 P— A: 0.25 T—M: 04
A—T: 0.05 P—T: 0.1
A— M: 0.05 P— M: 0.05
(a) Napisite generatorsku matricu procesa. 2]
(b) Navedite Kolmogorovljeve jednadzbe unatrag. 2]

(c) Izracunajte vjerojatnost da ¢e trenutno trajno nesposoban ¢lan sheme
nakon tri godine jos biti ziv. 2]

(d) Izracunajte vjerojatnost da trenutno aktivan clan sheme neée nikad
dobiti bilo kakvu naknadu. 2]

(e) Izracunajte ocekivano vrijeme koje ée pocetno aktivan ¢lan sheme pro-
vesti u stanju aktivan prije smrti. 2]

[Ukupno 10 bodova

4. Investitor u trentuku ¢ = 0 kupuje dionicu po cijeni 100. Pretpostavlja
se da je cijena dionice u trenutku t jednaka S; = 100exp{0.2B;} gdje je
(B; : t > 0) standardno Brownovo gibanje.

(a) Nadite vjerojatnost da je nakon 1 godine, ¢t = 1, cijena dionice veéa od
110. 2]

(b) Nadite vjerojatnost da je unutar prve godine cijena dionice dostigla
iznos od 110. 3]

(c) Primjenite Itovu formulu, te na taj nacin pokazite da (S; : t > 0)
zadovoljava stohasticku diferencijalnu jednadzbu dS; = 0.025;dt +
0.25; dB;. 3]

(d) Na osnovu dijela (c), odredite srednju stopu prinosa dionice « i volatil-
nost dionice o. [1]



(e)

(a)

(b)

Da li je ulaganje u opisanu dionicu dugoroc¢no isplativo i zasto? 1]

[Ukupno 10 bodova]

Neka je U uniformno distribuirana slu¢ajna varijabla na (0, 1). Nadite
distribuciju slu¢ajne varijable X = —log(1 — U)/10. 3]

Neka su X1, X, ..., X, nezavisne, eksponencijalno distribuirane slucajne
varijable s parametrom A. Poznato je da tada slucajna varijabla Y =
X; + Xo + -+ + X, ima gama distribuciju I'(n, A). Dana su tri pseu-
doslu¢ajna broja: 0.381539, 0.443531 i 0.910798. Pomocu njih generi-
rajte pseudoslucajni broj iz gama distribucije s oc¢ekivanjem 30 i vari-
jancom 300. 4]

Navedite metode za generiranje pseudoslucajnog broja iz standardne
normalne distribucije. 3]

[Ukupno 10 bodova

Izvedite autokovarijancu i autokorelacijsku funkciju AR(1) procesa
Xy =aXi1+e
gdje je |a| < 1, a (e;) bijeli sSum. 4]

Povijesni podaci vremenskog niza (Z;) dani su na Slici 1: Pretpostavlja
se da je proces (Z;) koji opisuje taj vremenski niz ARIMA(1,d, 0) pro-
ces. Da bi se odredio d vremenski niz (Z;) diferenciran je j puta, j =

0,1,2,3,4, i dobiveni nizovi Zt(j). Grafovi na Slikama 2.-6. pokazuju
(4)

uzoracke autokorelacijske funkcije nizova Z;”’. Sugerirajte i objas-
nite odgovarajuéu vrijednost za d i parametar o odgovaraju¢eg AR(1)
procesa. [6]

[Ukupno 10 bodova]
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Slika 3: Uzoracka autokorelacijska funkcija niza Zt(l)
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Slika 4: Uzoracka autokorelacijska funkcija niza Zt@)
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Slika 5: Uzoracka autokorelacijska funkcija niza Zt(g)
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Slika 6: Uzoracka autokorelacijska funkcija niza Zt(4)
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(a) Vidi predavanja, Poglavlje 6, str.9.

(b)
E[X(t+ )| F(t)] =E[c(t +s) — N(t + s) | F(t)]
= c(t+s)—E[N(t+s)|F(t)]
= ct+cs—E[N(t+s)— N(t)+ N(t)| F(t)]
ct+cs —E[N(t+s) — N(t)] — N(t)
ct — N(t)+cs— M
= X({t)+(c—N)s

gdje je u trecoj jednakosti koristeno da je N(t) ovisno o F(t), a N(t +
s) — N(t) nezavisno od F(t).

(c) {X(t): t >0} ¢e biti martingal ako vrijedi E[X (¢t + s) | F(t)] = X (t).
Po (b), to ¢e vrijediti ako je ¢ = A.

(d) Vidi predavanja, Poglavlje 2, str.10.

(e) Po teoremu o opcionalnom zaustavljanju E[X(S)] = E[X(0)] = u.
Nadalje,

EX(S)] = E[X(Ty),To < Tiooo) + E[X (T1000), Tr000 < To)
= E[X(T0),To < Tiooo] + 1000P(T3900 < Tp) -

Nadalje, budué¢i da su sve Stete iznosa 1, vrijedi da je —1 < Xg, <0,
otkud slijedi

—P(Ty < Thoo) < E[X(T0), To < Tro00] < 0.
Zbog E[X(S)] = 250, dobivamo nejednakosti
—P(Ty < Thooo) + 1000P(Ti00 < Tp) < 250 < 1000P(T'000 < Tp)
te nakon uvrstavanja P(Tjgo0 < Tp) = 1 — P(To < Tip00),
—P(To < To00)+1000(1—P(Ty < Tip00)) < 250 < 1000(1—P (T < Ti000)) -

Rjesavanjem nejdnadzbe po P(Ty < Tigno), slijedi

1000 — 250 1000 — 250
— <P, <T < —
1000 = ( 0> 1000) = 999 )

t.j., 0.75 < P(Ty < Thooo) < 0.75075

2



2.

(a) Zbog pretpostavke o Poissonovoj distribuciji, vrijedi:
P(0 steta) = e ** =0.670
P(1 steta) = 0.4e "% = 0268
P(> 2 stete) = 1 — 0.670 — 0.268 = 0.062

Zato je prijelazna matrica P jednaka

0.330 0.670 O 0 0
0330 0 0670 O 0
0.062 0268 0 0670 O

0
0

0.062 0.268 0  0.670
0 0.062 0.268 0.670

(b) Jedini na¢in da osiguranik na pocetku tre¢e godine opet bude na nivou
tri je da je ili u prvoj ili u drugoj godini imao jednu stetu. Vjerojatnost
tocno jedne Stete unutar dvije godine je 0.670 x 0.268 + 0.268 x 0.670 =

0.35912 ~ 0.359

(c) Dovoljan uvjet za postojanje grani¢ne distribucije je da je lanac ire-
ducibilan i periodi¢an. Ireducibilnost lanca vidi se iz grafa Markovl-
jevog lanca, jer iz svakog stanja postoji niz strelica do svakog drugog

stanja. Zbog p1; >

0, stanje 1 je aperiodicko. Buduéi da je lanac

ireducibilan, sva su stanja aperiodicka.

(d) Grani¢ne vjerojatnosti su uz gornje pretpostavke jednake stacionarnim

vjerojatnostima m =

(71, o, T3, T4, T5) koje zadovoljavaju sustav m =

mP. Taj sustav se zapisuje u obliku:

T
T2
T3
T4

5

Iz zadnje jednadzbe

= 0.330m; 4 0.3307 + 0.06273
= 0.670m; 4 0.26873 + 0.0627,4
= 0.670my 4 0.26874 + 0.06275
= 0.670m3 + 0.26875
= 0.670my + 0.67075

slijedi 7y = (0.330/0.670)m5, pa uvrStanjem u

predzadnju i koriStenjem danog podatke m3 = 0.154, dobivamo lin-
earnu jednadzbu za ms: 0.670 x 0.154 4 0.26875 = (0.330/0.670)7s.
Rjesavanjem slijedi m5 = 0.459523 ~ 0.460.
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3.

(a)

(b)
(c)

Generatorska matrica A jednaka je

—-0.25 0.15 0.05 0.05

025 —-04 0.10 0.05
0 0 —-04 04
0 0 0 0

A:

Kolmogorovljeve jednadzbe unatrag glase: P'(t) = AP(t).

Buducdi da je iz stanja T' mogué prijelaz samo u stanje M, vjerojatnost
da je trajno nesposobna osoba jos ziva nakon tri godine jednaka je
vjerojatnsoti da osoba tokom tri godine nije napustila stanje 7. Bududi
da je vrijeme izlaska iz stanja T eksponencijalno s parametrom 0.4,
trazena vjerojatnost jednaka je vjerojatnosti da je P(Exp(0.4) > 3) =
e 043 =(0.301194.

Trenutno aktivan ¢lan nece dobiti naknadu ako nikada ne dode u stanja
P iT. To znaci da u trenutku izlaska iz stanja A mora odmah prijeci

u stanje M. Vjerojatnost prijelaza iz stanja A u stanje M jednaka je
0.05/0.25 = 0.2

Oznacimo sa v to oc¢ekivano vrijeme. Ono je jednako ocekivanom vre-
menu do izlaska iz stanja A plus ocekivano vrijeme u stanju A nakon
povratka u to stanje. Ocekivano vrijeme do izlaska iz stanja A jednako
je 1/0.25 = 4 (ocekivanje eksponencijalne distribucije s parametrom
0.25). Ako nakon izlaska iz stanja A ¢lan prijede u jedno od stanja T
ili M, vise se nikad nece vratiti u A. Jedina moguénost da se vrati
u A je da prijede u stanje P. Vjerojatnost tog dogadaja jednaka je
0.15/0.25 = 3/5. Clan sheme koji se nalazi u stanju P s vjerojatnosti
0.25/0.4 = 5/8 vratit ¢e se u stanje A. Zbog Markovljevog svojstva,
ocekivano vrijeme u stanju A nakon povratka jednako je v. Iz ovih
razmatranja slijedi jednakost za v:

35
=4+ =y,
v +587j

32

Rjesavanjem dobivmao v = <.



P[S; > 110] = P[log Sy > log110] = P[log 100 + 0.2B8; > log 110]
110
= P[N(0,1) > 0.476551] = 0.316841

(b) Trazi se Plmaxo<;<1 Sy > 110]. Uocimo,

max S; = 100 exp{0.2 ax B} = 100 exp{0.2M,},

0<t<1

gdje je sa M, oznac¢en maksimum standardnog Brownovog gibanja do
trenutka t. Dakle, trazi se

P[max S; > 110] = P[100 exp{0.2M;} > 110] = P[M; > 5log 1.1]

0<t<1

Po Rezultatu 2, Poglavlje 6, str. 4, zadnja vjerojatnost jednaka je
2P[B; > 5log 1.1] sto je po dijelu (a) jednako 2 x 0.316841 = 0.623682.

(c¢) Po Itovoj formuli
df (By) = f'(By) dB(t) + %f”(Bt) dt.

Primjenimo formulu za f(z) = 100e%2*. Uz taj odabir funkcije f vrijedi
f(By) = S;. Ocito je f'(x) =0.2f(z) i f'(x) = 0.04f(x). Slijedi
1

= 0.2f(B,)dB, + %o.o4 F(By) dt

= 0.25,dB(t) + 0.025, dt .

(d) Srednja stopa prinosa jednaka je a = 0.02, a volatilnost je o = 0.2.

(e) Lagano se moze izracunati da je E[S;] = exp{0.02t}, sto znaci da
ocekivana vrijednost dionice ima uzlazni trend. S druge strane, buduéi
da je srednja stopa povrata na dionicu 2% godiSnje, uz relativno visoku

5



volatilnost od 20% godisnje, dionica se ne isplati. Drugi argument da
se dionica ne isplati je taj da Brownovo gibanje B; dugorocno oscilira
izmedu —oo i +00 §to ima za posljedicu da S; oscilira zmedu 0 i 400.
Specijalno, S; ¢e dugorocno, s vjerojatnosti 1, doé¢i proizvoljno blizu
nule.

PX >z] = P[—log(1—-U)/10 > z] = Pllog(1 — U) < —10z]
= P[1 -U < exp(—10z)] = P[U > 1 — exp(—10z)]
= exp(—10z)

Dakle, X ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom 10 (odnosno
ocekivanjem 1/10).

(b) Gama distribucija I'(«, 3) ima ocekivanje o3 i varijancu a3%. Zato je
sustav za « i # dan sa

af =30, aB*=300.

Rjesavanjem dobivamo 3 = 10, te o = 3. Buduéi da je I'(3, 10) sluc¢ajna
varijabla zbroj od tri nezavisne eksponencijalne s parametrom 10, pseu-
doslu¢ajni broj iz takve distribucije generiramo, koristenjem dijela (a),
na sljedeci nacin:

—10(log(1—0.381539) —log(1—0.443531) —log(1—0.910798)) = 34.8352

(c) Vidi predavanja, Poglavlje 7, str. 8.

6.

(a) Vrijedi v(k) = Cov(X;, X;x) = Cov(aXi 1 + e, Xi k) = ay(k —
1). Nadalje, v(0) = Cov(Xy, Xy) = Cov(aX;_1 + e, aXi g +¢e) =
@?*Cov(X;_1, Xi_1) + Cov(ey, er) = a?v(0) 4+ 0. Rjesavanjem slijedi

0.2

1—a?’

7(0) =



Iz v(k) = ay(k — 1) induktivno slijedi

ako?

Tl a2

v(k)

Nadalje, bududi da je autokorelacijska funkcija p(k) definirana s p(k) =
v(k)/v(0), odmah slijedi p(k) = o*, k =0,1,2,...

ARIMAC(1,d,0) proces nakon diferenciranja d puta postaje AR(1) pro-
ces. Po dijelu (a) (ili po rezultatu s predavanja), autokorelacijska
funkcija takvog procesa opada geometrijski. Uvidom u grafove uzorackih
autokorelacijskih funkcija, vidljvo je da (Zt(Q)) ima autokorelacijsku
funkciju koja najvise sli¢i geometrijski opadajucoj funkciji. Dakle,
d=2.

Nadalje, uvidom u graf auotkorelacijske funkcije za (Zt(Q)), vidimo da je
A1) ~ 0.7, p(1) = 045, p(1) ~ 03, ., p(1)/5(0) ~ 0.7, p(2)/p(1) ~
0.45/0.7 = 0.64, p(3)/p(2) =~ 0.3/0.45 = 0.67, Sto sugerira da bi «
mogao biti oko 0.65 do 0.7.





