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POGLAVLJE 1 - PRINCIPI
AKTUARSKOG MODELIRANJA

Nastavni ciljevi: (i) Opisati principe aktuarskog modeliranja.
1. Opisati zasto i kako se koriste modeli.
2. Objasniti prednosti i ogranicenja modeliranja.
3. Objasniti relativnu prikladnost deterministickih i stohastickih modela.

4. Opcenito opisati kako odluciti da li je model prikladan za odredenu
primjenu.

5. Objasniti razliku izmedu kratkoro¢nih i dugorocnih svojstava modela,
te kako to moze biti relevantno u odluci da li je model prikladan za
odredenu primjenu.

6. Opcenito opisati kako analizirati moguce rezultate modela, te objasniti
zasto je to relevantno u izboru modela.

7. Opisati proces testiranja osjetljivosti na pretpostavke i objasniti zasto
je to vazan dio procesa modeliranja.

8. Objasniti ¢imbenike koje treba uzeti u razmatranje pri priop¢avanju
rezultata koji slijede primjenom modela.

1 Modeli

1.1 Zasto se koriste modeli

Model je imitacija sustava ili procesa stvarnog svijeta. Mogu se razviti mod-
eli mnogih aktivnosti, kao na primjer, ekonomija zemlje, rad ljudskog srca,
buduéi tok novca brokerskog distributivnog kanala drustva za zivotno osig-
uranje. Pretpostavimo da zelimo “predvidjeti” posljedice koje bi promjene
u stvarnom svijetu imale na ova tri modela. U nekim sluc¢ajevima moglo bi
biti previse rizi¢no, ili preskupo ili presporo ispitati predlozene promjene u
stvarnom svijetu, ¢ak i na osnovu uzorka. Ispitivanje promjena bez prednosti
modela moglo bi imati ozbiljnih posljedica. Ekonomija bi mogla dospjeti u re-
cesiju stajuci vladu sljedecih izbora, pacijent bi mogao umrijeti, a osiguratelj
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za zivotna osiguranja bi mogao snositi porast posla ali uz izuzetno nepovoljne
premije. Model omoguc¢ava ispitivanje mogucih posljedica. Rezultati prom-
jene nekih ulaznih parametara mogu se proucavati prije donosenja odluke o
izvrSenju planova u stvarnom svijetu.

Da bi se izgradio model sustava ili procesa, potrebno je razviti skup matematickih
i logickih pretpostavki o tome kako sustav radi. Kompleksnost modela odredena
je kompleksnoséu odnosa medu raznim parametrima modela. Na prim-
jer, u modeliranju osiguratelja za zivotna osiguranja, moraju se razmatrati
tocke kao Sto su zakonska pravila, oporezivanje i uvjeti otkazivanja. Buduci
dogadaji koji utjecu na povrate od ulaganja, inflaciju, nove poslove, nistavna
osiguranja, smrtnost i troskove takoder utjecu na te odnose.

Da bi se stvorio model i odredili prikladni parametri, potrebno je razma-
trati podatke i donijeti sud o relevantnosti opazenih podataka na buduce
okruzenje. Takvi podaci mogu potjecati od proslih opazanja, od trenutnih
opazanja (kao $to je stopa inflacije) ili od o¢ekivanja od buduéih promjena.
Kada se smatra da su opazeni podaci prikladni za tvorbu parametara za
odabrani model, mogu se upotrebljavati statisticke metode za prilagodbu
podataka.

Prije okoncanja izbora modela i parametara, vazno je razmotriti ciljeve stvaranja
i upotrebe modela. Na primjer, u mnogim sluc¢ajevima ne¢emo htjeti kreirati
najtocniji model, nego umjesto toga kreirati model koji ne¢e umanjiti troskove
ili druge rizike koji mogu biti ukljuceni.

1.2 Kako se upotrebljavaju modeli

Dok u stvarnosti proces modeliranja ne prati krutu shemu propisanih koraka,
kod uvodenja predmeta korisno je zamisliti skup kljuénih koraka. U praksi se
aktuari koji grade i koriste modele kre¢u naprijed natrag medu tim koracima
neprekidno poboljsavajuéi model.
Kljuéni koraci u procesu modeliranja mogu se opisati kako slijedi:
1. Razviti dobro definiran skup ciljeva koje treba ispuniti procesom mod-
eliranja.

2. Planirati proces modeliranja, te kako ¢e model biti potvrden.
3. Prikupiti i analizirati podatke potrebne za model.

4. Prvo definirati model uhvativsi bit sustava stvarnog svijeta. Profinjenje
razine detaljnosti modela moze doéi u kasnijoj fazi.
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5. Ukljuciti strucnjake za sustav stvarnog svijeta kojeg pokusavate imiti-
rati, tako da dobijete povratnu informaciju o vrijednosti konceptualnog
modela.

6. Odluciti o prikladnosti simulacijskog paketa ili opceg jezika za imple-
mentaciju modela. Odabrati statisticki pouzdan generator slucajnih
brojeva koji ¢e biti adekvatan u kontekstu kompleksnosti modela.

7. Napisati racunalni program za model.

8. Otkloniti greske u programu tako da je sigurno da izvodi zamisljene
operacije iz definicije modela.

9. Testirati da li su rezultati modela razumni.

10. Pregledati i pazljivo razmotriti da li je model odgovarajué¢i u svijetlu
malih promjena u ulaznim parametrima.

11. Analizirati rezultate modela.

12. Priop¢iti i dokumentirati rezultate modela.

2 Modeliranje - prednosti i ogranicenja

Jedna od najvaznijih prednosti modeliranja u aktuarskom poslu je da se
sustavi s dugim vremenskim okvirima - kao na primjer djelovanje mirovinskog
fonda - mogu proucavati u komprimiranom vremenu.

Druge prednosti ukljucuju:

e kompleksni sustavi sa stohastickim elementima, kao sto je djelatnost
drustva za zivotna osiguranja, ne mogu se dovoljno dobro opisati matematickim
ili logickim modelom koji je sposoban proizvesti rezultate koji se lako
interpretiraju; modeliranje simulacije je jedan nacin proucavanja dje-
latnosti drustva za zivotno osiguranje;

e mogu se usporediti razlicite buduce politike ili moguce akcije tako da
se vidi koja najbolje pristaje potrebama ili ograni¢enjima korisnika;

e u modelu kompleksnog sustava obi¢no mozemo bolje kontrolirati eksper-
imentalne uvjete i na taj nac¢in smanjiti varijancu izlaznih rezultata
modela bez kvarenja njihovih srednjih vrijednosti.
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Medutim, modeli nisu jednostavno rjesenje za sve aktuarske probleme - oni
imaju nedostatke koje je potrebno razumjeti prilikom interpretiranja izlaza
iz modela i priop¢avanja rezultata klijentima.

Nedostaci ukljucuju:

Razvoj modela zahtijeva znacajno ulaganje vremena i stru¢nosti. Fi-
nancijski troskovi razvoja mogu biti prili¢no veliki uzevsi u obzir potrebu
da se provjeri valjanost pretpostavki modela, ra¢unalni kod, razumnost
rezultata i nacin kako obi¢nim jezikom interpretirati rezultate ciljanoj
publici.

U stohastickom modelu, za dani skup ulaza svaka obrada daje samo
procjene izlaznih rezultata modela. Stoga je nekoliko nezavisnih obrada
potrebno za proucavanje izlaza za svaki dani skup ulaza. Opce je prav-
ilo da su modeli korisniji za usporedbu rezultata ulaznih varijacija nego
za optimiziranje izlaza.

Modeli mogu izgledati impresivno kada se obraduju na racunalu, te
stoga postoji opasnost uspavljivanja u preveliko povjerenje u model.
Ako model nije prosao testove valjanosti i provjere, njegovi impre-
sivni izlazi su slaba zamjena za sposobnost imitiranja odgovarajuceg
stvarnog svijeta.

Modeli se jako oslanjanju na ulazne podatke. Ako je kvaliteta podataka
slaba ili nevjerodostojna, tada je vjerojatno da ¢e i izlaz iz modela imati
gresku.

Vazno je da korisnici modela razumiju model, te za koje potrebe se
moze sa sigurnoséu koristiti. Postoji opasnost od upotrebe modela kao
“crne kutije” za koju se pretpostavlja da daje samo valjane rezultate,
bez razmatranja da li je upotreba modela odgovarajuca za odredene
ulazne podatke i oc¢ekivane izlaze.

Nemoguce je u model ukljuciti sve buduée dogadaje. Na primjer, prom-
jena u zakonodavstvu moze rezultate modela uciniti nevaljalim, ali ju
je nemoguce predvidjeti kada se model konstruira.

Interpretacija nekih izlaznih rezultata modela moze biti teska. Oni
mogu biti valjani samo relativno, a ne apsolutno. Na primjer, us-
poredba razina rizika izlaza povezanih s razli¢itim ulazima.
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3 Stohasticki 1 deterministicki modeli

Ako se zeli predstaviti stvarnost ¢im moguce tocnije, model treba imitirati
slucajnu prirodu varijabli. Stohasticki model je onaj koji prepoznaje slucajnu
prirodu ulaznih komponenti. Model koji ne sadrzi slucajnu komponentu je
po prirodi deterministicki.

[zlaz je u deterministickom modelu odreden ¢im su definirani ulazi i odnosi
medu njima. Suprotno tome, u stohastickom modelu izlaz je po prirodi
slucajan - isto kao i ulazi koji su slucajne varijable. Izlaz je samo snimka
ili procjena karakteristika modela za dani skup ulaza. Da bi se mogla ko-
ristiti statisticka teorija kao pomo¢ pri proucavanju implikacija skupa ulaza,
potrebno je nekoliko nezavisnih obrada za svaki skup ulaza.

Deterministicki model je stvarno samo specijalan (pojednostavljen) slucaj
stohastickog modela.

Da li zelimo koristiti deterministicki ili stohasticki model ovisi o tome da li
smo zainteresirani za rezultate jednog jedinog “scenarija’, ili za distribuciju
rezultata mogucih “scenarija”. Deterministicki model daje rezultate rele-
vantnih izracuna za jedan scenarij; stohasticki model daje distribucije rele-
vantnih rezultata za distribuciju scenarija. Ako se stohasticki model ispituje
koristenjem “Monte Carlo” simulacije, to tada daje zbirku odgovarajuce ve-
likog broja razlicitih deterministickih modela, svaki od kojih se smatra jed-
nako vjerojatnim.

Rezultati za deterministicki model se ¢esto dobiju direktnim racunom, ali
je ponekad nuzno koristiti numericke aproksimacije, ili da bi se integrirale
funkcije, ili da bi se rijesile diferencijalne jednadzbe; primjeri modela gdje
je posljednje potrebno diskutirat ¢e se u poglavlju 4 (Markovljevi procesi
skokova).

Ako je stohasticki model dovoljno prilagodljiv, moguce je izvesti zeljene rezul-
tate analitickim metodama. Ako je to moguce, tome se Cesto daje prednost,
a takoder je cesto i brze nego Monte Carlo simulacija; dobiju se precizni
rezultati i lako se mogu analizirati posljedice promjena u pretpostavkama.
Mnogi prakti¢ni problemi su medutim prekomplicirani za lako koristenje
analitickih metoda, i Monte Carlo simulacija je izuzetno jaka metoda za
rjesavanje kompliciranih problema. Ali ako se i samo dio modela moze tre-
tirati analiticki, to moze osigurati provjeru simulacijske metode. Koristenje
deterministickog modela kod kompliciranog problema moguce je za racunanje
ocekivane vrijednosti, ili medijana, gdje je distribucija oko tih sredisnjih vri-
jednosti procjenjena simulacijom.
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Takoder je potrebno uzeti na znanje da simulacijske metode opéenito daju
“Sto ako?” odgovore; $to su rezultati uz dane pretpostavke. Mnogo je teze
koristiti simulaciju za dobivanje optimalnih rezultata; koji skup pretpostavki
maksimizira ili minimizira neki zeljeni rezultat.

Daljnje ogranicenje je da preciznost rezultata ovisi o broju provedenih simu-
lacija (vidi sekciju 6 poglavlja 7).

3.1 Diskretna i neprekidna stanja i vrijeme

Stanje modela je skup varijabli koje opisuju sustav u odredenoj tocki u vre-
menu uzimajuci u obzir ciljeve naseg proucavanja. Moguce je predstaviti sve
buduce scenarije kao stanja, Sto ¢e biti razvijeno u sljede¢im poglavljima.

Diskretna stanja imamo kada varijable pokazuju diskretne promjene u vre-
menu. Na primjer, iz stanja ziv u mrtav, ili porast broja polica nekog osigu-
ratelja.

Neprekidna stanja imamo kada se varijable mijenjaju neprekidno u odnosu
na vrijeme. Na primjer, promjena vrijednosti investicija u realnom vremenu.

Odluka da li koristiti diskretan ili neprekidan model za odredeni sustav
vise je vodena ciljevima proucavanja, nego da li je priroda samog sustava
diskretna ili neprekidna. Model takoder moze promatrati vrijeme na diskre-
tan ili neprekidan na¢in. To moze odrazavati ¢injenicu da su izlazi iz modela
potrebni samo u diskretnim tockama u vremenu, ili moze biti da se zadovolje
ciljevi modeliranja.

U praksi se ne moze koristiti Monte Carlo simulacija za problem s neprekid-
nim vremenom; potrebno je diskretizirati vremenski korak. To se moze
napraviti sa zeljenom preciznoscéu, ali ¢im je veca preciznost, tim je dulje vri-
jeme procesiranja odredenog modela; to moze, ali ne mora biti ogranicenje
u praksi. Takoder je potrebno zapamtiti da se neki rezultati za modele s
neprekidnim vremenom i neprekidnim stanjima (diskutirani u Poglavlju 6)
ne mogu uopce dobiti diskretnim simulacijama. Jedan primjer je derivacija
Brownovog gibanja koja nije nigdje definirana; mogu se izra¢unati aproksi-
macije kona¢nim diferencijama koje izgledaju kao derivacije, ali ne konvergi-
raju kako se smanjuje vremenski korak.
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4 Prikladnost modela

U ustanovljavanju prikladnosti modela za odredeni zadatak vazno je razma-
trati sljedece:

e (Ciljeve zadatka koji se modelira.
e Valjanost modela u odnosu na svrhu za koju ¢e se koristiti.
e Valjanost podataka koji ¢e se upotrijebiti.

e Moguce greske povezane s ¢injenicom da model ili koristeni parametri
ne predstavljaju savrSeno stvarnu situaciju koja se modelira.

e Utjecaj korelacija medu slu¢ajnim varijablama koje “tjeraju” model.
e Stupanj korelacija medu raznim rezultatima proizaslim iz modela.

e Sadas$nji znacaj modela napisanih i koristenih u proslosti.

e Vjerodostojnost ulaznih podataka.

e Vjerodostojnost izlaznih rezultata.

e Opasnosti lazne tocnosti.

e Lakoc¢u kojom se moze objasniti model i priopc¢iti njegovi rezultati.

5 Kratkoroc¢na i dugoroc¢na svojstva modela

Stabilnost odnosa ukljucenih u model ne mora dugoro¢no biti realisticna.
Na primjer, eksponencijalan rast moze se ¢initi linearnim ako se promatra
kroz kratak vremenski period. Ukoliko se promjene mogu predvidjeti tada ih
se moze ukljuciti u model, ali ¢esto treba prihvatiti da su dugorocni modeli
sumnjivi.

Modeli su po definiciji pojednostavljene verzije stvarnog svijeta. Oni stoga
mogu zanemarivati odnose “viseg reda” koji kratkoro¢no imaju mali znacaj,
ali se dugorotno mogu akumulirati.
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6 Analiziranje izlaza iz modela

Budu¢i da je simulacija samo projekt statistickog skupljanja uzoraka pot-
pomognut racunalom, za analizu izlaza iz modela potrebne su statisticke
tehnike. U ovoj fazi procesa modeliranja aktuar mora biti vrlo pazljiv i
dobro prosudivati, budué¢i da su opazanja medusobno korelirana, a distribu-
cije uzastopnih opazanja se mijenjaju kroz vrijeme. Potrebno je izbjegavati
beskorisno i fatalno privla¢no iskusenje pretpostavke o nezavisnim i jednako
distribuiranim opazanjima. Ako postoji sustav stvarnog svijeta u odnosu
na koji se mogu raditi usporedbe, potrebno je koristiti “Turingov” test. U
Turingovom testu pita se strucnjake za sustav realnog svijeta da usporede
nekoliko skupova podataka realnog svijeta i modela, bez da im se kaze koji su
koji. Ako ti stru¢njaci vide razliku medu podacima realnog svijeta i modela,
tehnike kojima to vide mogu se iskoristiti za poboljSanje modela.

7 Testiranje osjetljivosti

Ukoliko je to moguce, vazno je testirati razumnost izlaznih rezultata mod-
ela u odnosu na stvarni svijet. Potrebno je provesti ispitivanje osjetljivosti
izlaza s obzirom na male promjene u ulazima ili njihovim statistickim dis-
tribucijama. Tada je potrebno ponovno ispitati prikladnost modela, posebno
ako male promjene u ulazima ili njihovim statistickim distribucijama dovode
do velikih promjena u izlazima. Na taj nac¢in moguce je odrediti kljucne
ulaze i odnose na koje je potrebno obratiti posebnu paznju u dizajniranju i
koristenju modela.

Model treba testirati dizajnirajué¢i odgovarajuce simulacijske eksperimente.
Model se kroz taj proces moze profiniti.

8 Priopéavanje rezultata

Zavrsni korak u procesu modeliranja je priop¢avanje i dokumentiranje rezul-
tata 1 samog modela drugima. Priopavanje mora uzeti u obzir znanje i
poglede ciljane publike. Ovdje je kljuéno uvjeriti klijenta da prihvati model
kao valjan i korisan alat u donosenju odluka. Vazno je da klijent u potpunosti
uvidi bilo koja ograni¢enja na upotebu i valjanost modela.
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POGLAVLJE 2 - STOHASTICKI PROCESI

Nastavni ciljevi: (ii) Opisati opée principe stohastickih procesa i njihovu
klasifikaciju na razlicite tipove.

1. Opcenito definirati stohasticki proces.
2. Klasificirati stohasticki proces prema tome da li:

(a) ima diskretno ili neprekidno vrijeme
(b) ima neprekidan ili diskretan prostor stanja

(c) je mjesovitog tipa
i dati primjere svakog tipa procesa.
3. Opisati moguce primjene mjesovitih procesa.
4. Objasniti sto znaci Markovljevo svojstvo u kontekstu stohastickog procesa.

5. Opisati koncepte martingala, filtracije i vremena zaustavljanja prim-
jenjenih na stohasticke procese.

1 Uvod

Stohasticki proces je model slucajne pojave ovisne o vremenu. Kao Sto
sluc¢ajna varijabla opisuje staticku slucajnu pojavu, tako je stohasticki proces
familija slucajnih varijabli X;, jedna za svako vrijeme ¢ u nekom skupu J.
Skup S u kojem slucajne varijable X; poprimaju vrijednosti zove se prostor
stanja procesa.

Prvi izbor s kojim se suocavamo u odabiru stohastickog procesa koji mod-
elira stvarni zivot je priroda (diskretna ili neprekidna) vremenskog skupa J
i prostora stanja .S.

Primjer 1.1: Diskretan prostor stanja s diskretnim promjenama
vremena

Drustvo za osiguranje motornih vozila godisnje ispituje status svojih osig-
uranika. Moguée su tri razine popusta (0, 25%, 40%) ovisno o nesre¢ama
vozaca. U ovom slucaju odgovarajuéi prostor stanja je S = {0,25,40}, a
vremenski skup je J = {0,1,2,...} gdje svaki interval predstavlja jednu
godinu. Ovaj problem proucava se u poglavlju 3.
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Primjer 1.2: Diskretan prostor stanja s neprekidnim vremenskim
promjenama

Drustvo za zivotno osiguranje klasificira svoje osiguranike na Zdrave, Bolesne
ili Mrtve. Stoga je prostor stanja S = {Z, B, M}. Kao vremenski skup
prirodno je odabrati J = [0, 00) bududi da se bolest ili smrt mogu pojaviti u
bilo kojem trenutku. S druge strane, moglo bi biti dovoljno brojati vrijeme u
danima, te stoga koristiti J = {0,1,2,...}. Taj problem se detaljno proucava
u poglavlju 4.

Primjer 1.3: Neprekidan prostor stanja

Odstetni zahtjevi nepredvidivih iznosa stizu do osigurateljnog drustva u nepred-
vidiva vremena. Drustvo treba predvidjeti kumulativnu Stetu kroz [0,t] za
procjenu rizika da nec¢e moci ispuniti svoje obaveze. Za ovaj problem stan-
dardni je obicaj koristiti [0,00) i za S i za J (vidi 3.8 u ovom poglavlju i
poglavlje 6). Medutim, i drugi izbori su moguéi: stete nastaju u jedinicama
od jedne lipe i u stvari ne ¢ine kontinuum. Sli¢no, vrijeme nastanka Stete
unutar jednog dana je beznacajno, tako da je {0,1,2,...} mogu¢ izbor za J

i/ili S.
Primjer 1.4: Procesi mjeSovitog tipa

Cinjenica da se stohasticki proces dogada u neprekidnom vremenu ne znaéci
da ne moze promijeniti vrijednost u unaprijed odredenim diskretnim vre-
menskim trenucima. Takvi procesi zovu se procesima mjesovitog tipa. Kao
primjer razmotrimo mirovinsku shemu u kojoj ¢lanovi imaju opciju umirovl-
jenja na svaki rodendan izmedu dobi 60 i 65. Broj ljudi koji ¢e odabrati
prijevremeno umirovljenje ne moze se tocno predvidjeti, kao niti vrijeme i
broj smrti aktivnih ¢lanova. Stoga se broj prinosnika mirovinskoj shemi
moze modelirati kao stohasticki proces mjeSovitog tipa s prostorom stanja
S =1{1,2,3,...} i vremenskim intervalom J = [0,00). Smanjenja slucajnih
iznosa dogodit ¢e se u fiksnim trenucima zbog prijevremenog umirovljenja,
kao i u slucajnim trenucima zbog smrti.

U pravilu, moze se re¢i da su stohasticki procesi s neprekidnim vremenom i
neprekidnim prostorom stanja, iako konceptualno tezi nego diskretni procesi,
u krajnjoj mjeri fleksibilniji (na isti nac¢in kao sto je jednostavnije izracunati
integral nego sumirati beskonacni red).
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2 Definiranje stohastickog procesa

2.1 Putovi

Nakon odabira vremenskog skupa i skupa stanja, preostaje definirati i sam
proces { X¢,t € J}. To znadi specificirati zajednicku distribuciju od X, , Xy,
oo, Xy, za sve ty,ta,...,t, u J 1 sve prirodne brojeve n. To se ¢ini uzasnim
zadatkom. U praksi, to se skoro uvijek radi indirektno, pomoc¢u jednostavnog
prijelaznog postupka (vidi 2.3 i sekciju 3).

Zajednicka realizacija slucajnih varijabli X; za sve t u J zove se put (ili
trajektorija, engl. sample path) procesa. To je funkcija iz J u S. Svojstva
putova procesa moraju odgovarati onima uocenim u stvarnom zivotu (barem
u statistickom smislu). U tom slu¢aju model se smatra uspjesnim i moze se
koristiti za predvidanje. Bitno je da model reproducira barem Siroka obiljezja
problema iz realnog zivota. Najvaznija od tih razmatraju se u sljedeé¢im
podsekcijama.

2.2 Stacionarnost

Stohasticki proces je stacionaran ako Xy, Xt,, ..., Xy, 1 Xety, Xegtgs - - Xttty
imaju jednake distribucije za sve t,t1,ts,...,t, u J i za sve prirodne brojeve
n. To znaci da statisticka svojstva procesa ostaju nepromijenjena kako vri-
jeme prolazi. U primjeru 1.2 sigurno ne bismo koristili stacionaran proces,
budu¢i da vjerojatnost biti ziv u vremenu od 10 godina treba ovisiti o dobi
osobe.

Stacionarnost je strogi zahtjev koji moze biti tesko provjeriti u stvarnom
zivotu. Zbog toga se takoder upotrebljava i drugi uvjet poznat kao slaba
stacionarnost. Tu se zahtijeva da ocekivanje procesa m(t) = E[X;] bude
konstantno, te da kovarijanca procesa C(s,t) = E[X X;| — E[X|E[X;] ovisi
samo o vremenskoj razlici ¢t — s.

2.3 Prirasti

Prirasti procesa, definirani kao X, — X; (u > 0), ¢esto imaju jednostavnija
svojstva nego sam proces.

Primjer 2.1:

Neka S; oznacava cijenu neke dionice. Razumno je pretpostaviti da distribu-
cija povrata kroz period trajanja u, S;i,/S; ovisi o u, ali ne o ¢t. Prema
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tome Ce proces logaritama cijena X; = log.S; imati stacionarne priraste
Xivuw — Xy = log(Siu/St), iako je malo vjerojatno da ¢e sam X, biti sta-
cionaran.

Kaze se da proces X; ima nezavisne priraste ako su za svaki u > 0 prirasti
Xiru — Xy nezavisni od proslosti procesa {X,0 < s < t}.

U primjeru 2.1 pretpostavka da X; = log.S; ima nezavisne priraste oblik je
hipoteze o efikasnom trzistu. Primjer 1.3 takoder se moze modelirati proce-
som sa stacionarnim prirastima. Mnogi procesi se definiraju pomocu svojih
prirasta, vidi sekciju 3.

2.4 Markovljevo svojstvo

Veliko je pojednostavljanje ako se buduci razvoj procesa moze predvidjeti
samo pomocu trenutnog stanja, bez pozivanja na proslost. To se zove Markouvl-
jevo svojstvo i precizno znaci sljedece:

PX; € A| X,, =21, Xs, = X0, ..., X, = Ty, Xy = 2] =P[X; € A| X, = 7]

za sva vremena s; < So < ...S, < § < t,isvastanja xy,xs,...,T,,xuSisve
podskupove A od S. Primjer 1.2 moze se modelirati Markovljevim svojstvom:
ako dode do potpunog oporavka iz bolesnog stanja u zdravo stanje, povijest
bolesti ne bi trebala imati utjecaja na buduce zdravstveno stanje.
Rezultat 1

Proces s nezavisnim prirastima ima Markovljevo svojstvo.

Dokaz

PIX; € A|X,, = 21, X, = 22,..., X, = X, X5 = 7]
= PX; - Xs+zeAX,, =2, X5, =20,..., X, = 2, X5 = 7]
= PX;— X +z € A|X; =2] =P[X; € 4| X, = 7]

Markovljev proces s diskretnim prostorom stanja i diskretnim vremenom
naziva se Markovljevim lancem. Njih ¢emo proucavati u poglavlju 3. U
slucaju diskretnog prostora stanja, ali neprekidnog vremenskog skupa upotre-
bljava se pojam Markovljev proces skokova. Njih ¢emo proucavati u poglavlju
4. Konaé¢no, neki Markovljevi procesi s neprekidnim vremenom i neprekidnim
skupom stanja razmatraju se u poglavlju 6.

Koristedi pripreme iz ove sekcije nizom primjera mozemo pokazati kako defini-
rati stohasticki proces.

Poglavlje 2, stranica 4 (© Faculty and Institute of Actuaries



2000 Stohasticki procesi Predmet 103

3 Primjeri

3.1 Bijeli Sum

Promotrimo niz nezavisnih slucajnih varijabli Xy, X1, ..., X,,... (sve defini-
rane na istoj vjerojatnosnoj trojci). To je diskretno-vremenski stohasticki
proces. Markovljevo svojstvo je trivijalno zadovoljeno. Proces je stacionaran
ako sve slucajne varijable X,, imaju istu distribuciju. Takvi nizovi nezavisnih
jednako distribuiranih (ukratko njd) slucajnih varijabli se ponekad opisuju

kao diskretno-vremenski bijeli sum (engl. white noise). Uglavnom se upotre-
bljavaju kao pocetna tocka za konstrukciju zamrsenijih procesa.

3.2 Opca slucajna Setnja

Zapocnimo s nizom njd slucajnih varijabli Y7,...,Y},... kao gore i defini-
rajmo proces X, = Z?Zl Y; s pocetnim uvjetom Xy = 0. To je proces sa
stacionarnin nezavisnim prirastima, te stoga Markovljev proces s diskretnim
vremenom. Proces nije stacionaran, ¢ak niti slabo. U specijalnom sluc¢aju
kada koraci Y setnje primaju samo vrijednosti +1 1 —1, proces je poznat kao
jednostavna slucajna Setnja.

3.3 Pokretne sredine

Zapoctnimo s nizom njd slucajnih varijabli Y;, j = —p,—p+1,...,ip+1
realnih brojeva ag,as, @, ..., a,. Pokretna sredina reda p (engl. moving
average of order p) se definira kao

p
Xn = ZOéan_j, n Z 0.
7=0

To je stacionaran proces. Opéenito nije Markovljev proces (¢ak niti kada je
p=1).

3.4 Poissonov proces

Poissonov proces s parametrom A (engl. Poisson process with rate A) je
neprekidno-vremenski proces Ny, t > 0, sa sljede¢im svojstvima:
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(ii) NV; ima nezavisne priraste
(iii) V; ima Poissonovski distribuirane stacionarne priraste

[)\(t o 8)]716—)\(1,‘—8)
n!

P[N, — N, = n] = , s<t.

To je Markovljev proces skokova sa skupom stanja Ng = {0,1,2,...}. Proces
nije stacionaran, ¢ak niti slabo. Taj proces ima fundamentalno znacenje kod
brojanja ukupnog broja pojavljivanja nekog dogadaja kroz [0,t], bez obzira
na prirodu dogadaja (automobilska nesreca, Steta za osigurateljno drustvo,
dolazak musterija na servis, ...). Detaljno proucavanje tog procesa i njegovih
prosirenja predmet je poglavlja 4.

3.5 Slozeni Poissonov proces

Zapocnimo s Poissonovim procesom N;, ¢ > 0, i nizom njd slucajnih vari-
jabli Y}, 7 > 1 (sve definirano na istom vjerojatnosnom prostoru). SloZeni
Poissonov proces (engl. compund Poisson process) je definiran kao

Ny
X, => Y, t>0.
j=1

Taj proces ima nezavisne priraste, te stoga vrijedi Markovljevo svojstvo. Sluzi
kao model ukupnog iznosa steta za osigurateljno drustvo za vrijeme perioda
[0,t]. N; je ukupan broj odstetnih zahtjeva kroz period, a Y; je iznos j-
te Stete. Osnovni problem klasicne teorije rizika je procjena wvjerojatnosti
nesolventnosti

U(u) =Plu+ct — X, <0 zaneko t > 0]
za dani pocetni kapital u, stopu premije ¢ i neku fiksnu distribuciju steta.

Taj problem se proucava u poglavlju 6.

3.6 Brownovo gibanje

Brownovo gibanje (poznato takoder i kao Wienerov proces) je neprekidno-
vremenski proces By, t > 0, s nezavisnim stacionarnim Gaussovskim priras-
tima.
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Uocite kako je struktura definicije povezana s onom za Poissonov proces.
Brownovo gibanje ima specijalan status u teoriji vjerojatnosti. Na temelju
centralnog grani¢nog teorema, B; je neprekidno-vremenski limes Siroke klase
diskretno-vremenskih procesa, vidi poglavlje 6.

4 Martingali i vremena zaustavljanja

Uz Markovljeve procese, postoji jos jedna opca klasa podlozna detaljnom
istrazivanju. To su martingali. Njihova uloga u modernoj financijskoj teoriji
ne moze se preuvelicati. U stvari, cijela teorija odredivanja cijene i zastite
(engl. hedging) financijskih izvedenica (engl. derivative) je formulirana u
terminima martingala.

Jednostavnim rijecima, martingal je stohasticki proces kod kojeg je trenutna
vrijednost optimalni procjenitelj svoje buduce vrijednosti.

Svojstva martingala oslanjaju se na primjenu uvjetnog ocekivanja.

4.1 Uvjetno ocekivanje

Uvjetno ocekivanje E[X|Y] definirano u Predmetu 101 moze se prosiriti do
uvjetovanja pomocu nekoliko slucajnih varijabli dajuéi E[X|Y;,Ys,...,Y,].
Zadrzano je vazno svojstvo

E{E[X|Y},Ys,....Y,]} = E[X].

Vaznost uvjetnog oc¢ekivanja dolazi iz sjedeceg svojstva:

Rezultat 2

E[X|Y1,Ya,...,Y,] je optimalan procjenitelj od X zasnovan na Y7, Y5, ... Y,
u smislu da za svaku funkciju h vrijedi

E{(X — E[X[Y},Ys, ..., Y,])*} SE{(X = h(Y1,Ys, ..., Ya))*}.

Kritican korak u dokazu tog rezultata je
Rezultat 3
Za svaku funkciju f vrijedi sljedece:

E{(X—E[X|Y1,Yé,,Yn])f<Y1,Y27,Yn)} =0.

Ova dva rezultata imaju jednostavnu geometrijsku interpretaciju: mjerimo
velicinu slucajne varijable Z racunajuéi E[Z?]. Odgovarajuéi skalarni pro-
dukt od X i Z je E[XZ]. Kada skalarni produkt is¢ezava, X i Z mozemo
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smatrati ortogonalnima. Tim jezikom Rezultat 3 kaze da procjenitelj ima
minimalnu gresku to¢no kada je greska procjene X — E[X|Y),Y5,...,Y,] or-
togonalna na svaki dopustivi procjenitelj. Taj tip rezultata je poznat iz
elementarne geometrije:

XA X —E[X|Yi,...,Y,]

AN

prostor procjenitelja

Dokaz rezultata 3: Uvjetovanjem na Y7, ...,Y,, dobivamo

E{(X —E[X|Y1,Ys,.... Y, ]) f(Y1, Y5, ... Y}
E{E[(X _]E[X’YlaYQ,---7Yn])f(Y1;)@7--~;Yn) |Y17Y27---7Yn]}
= EB{f(V,Ya,...,Y)(E[X|V1,...,Y,] —E[X|V1,....Y,])} =0

Dokaz rezultata 2:

E[(X — h(Y1,Ya,...,Ys))?]
= E[(X —E[X|Y1,..., Y] +E[X|Y],.... Y] — h(Y1,..., Y)Y
= E[(X —E[X|Y1,....Y.])?] +2E[(X — E[X|Y1,..., V) (E[X|Y,...,Y,)])
(

— h Yl,...,Yn)]+IE[(E[X|Y1,...,YH]—h(Yl,...,Yn))Z]
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Zakljucak slijedi iz ¢injenice da drugi ¢lan iScezava po Rezultatu 3, a zadnji
clan je pozitivan.

4.2 DMartingali s diskretnim vremenom

Diskretno-vremenski stohasticki proces Xo, X7, X, ... zove se martingal (engl.
martingale), ako je
E[|X,]] < 0o zasven

E[X,| X0, X1, ..., Xm] = X, zasve m <n.

Rijecima, sadasnja vrijednost X,, martingala je optimalni procjenitelj svoje
buduce vrijednosti X,,.

Ako je diskontirana cijena finacijske imovine martingal, investicija u tu imov-
inu se opisuje kao neutralna prema riziku (engl. risk neutral).

Opca slucajna setnja X,, = Z?:l Y; definirana u 3.2 je martingal ako i samo
ako je E[Y;] = 0.

Od svih svojstava martingala, najkorisnije je takoder i najjednostavnije.
Rezultat 4: Martingal ima konstantno ocekivanje, tj. E[X,,] = E[X(] za sve
n.

Dokaz: E[X,,] = E{E[X,|Xo, X1,...,Xn]} = E[X,] za sve m < n. Za-
kljucak slijedi.

4.3 Vremena zaustavljanja

Da bismo motivirali koncept vremena zaustavljanja, pretpostavimo da je X,
cijena neke dionice u trenutku n. Dionicar namjerava prodati svoje dionice
¢im cijena dionice nadmasi £x kroz dva uzastopna dana. Vrijeme prodaje
T je slucajno, jer nitko ne zna kada ¢e se specificirani dogadaj dogoditi (i
da li ¢e se ikada dogoditi). Medutim, to pravilo trgovanja ima smisla, jer u
svakom trenutku n, gledajué¢i trenutnu cijenu X, i proslu X,,_1, znamo da li
je doslo vrijeme za akciju, tj. da li je T'= n. Drugim rije¢ima, indikator

7 | 1 akojeT =n
T=n} =0 inace

se moze izraziti kao funkcija od samo X, i X,,_;.
Pozitivna cjelobrojna slu¢ajna varijabla T se zove vrijeme zaustavljanja (engl.
stopping time) u odnosu na diskretno-vremenski stohasticki proces Xy, X1, . . .,
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X, ..., ako se za svaki n indikator Ij7—,) moZe izraziti kao funkcija od samo
Xo, X1, ..., Xy

Kao primjer slu¢ajnog vremena koje nije vrijeme zaustavljanja, razmotrite
vrijeme u kojem proces dostigne svoju maksimalnu vrijednost.

Vremena zaustavljanja su posebno korisna u vezi s martingalima. Buduéi
da je E[X;] = E[X(] za sve t kada je X; martingal, primamljivo je naslutiti
da ¢ée E[X7| biti jednako E[X(] kada je T slucajno vrijeme. Kao sto sljedeci
primjer pokazuje, slutnja je pogresna u odsutnosti dodatnih pretpostavki.

o X, = > Y jednostavna slucajna Setnja (Xo = 0, P[Y; = 1] =
PlY, = 1] = 1/2)

e 7 =min{n: X, =1} (to je vrijeme prve posjete stanju [ (engl. time
of the first visit), takoder poznato kao vrijeme prvog pogadanja stanja
[ (engl. first hitting time).

U ovom slucaju je E[Xy| = 0, ali je E[Xg] = [.

Pitanje kada je E[X7| jednako E[Xy] je vrlo vazno. RjeSenje tog problema
dano je dolje za jednostavnu situaciju. Postoje i druge verzije teorema koje
pokrivaju opéenitije situacije (npr. neprekidno vrijeme).

Rezultat 5 (teorem o opcionalnom zaustavljanju)

Neka je X,, n = 0,1,2,... martingal. Za vrijeme zaustavljanja T  vrijedi
E[X7| = E[X,] u slucaju da je ispunjena jedna od sljedec¢ih pretpostavki:

(i) T je ograniceno, tj. T < K za neku konstantu K.
(ii) X je ogranicen, tj. |X,| < K za neku konstantu K.

Dokaz ovog rezultata izlazi van okvira predavanja.

Uocite da je cest slucaj da oba uvjeta (i) i (ii) nisu ispunjena. U tom slucaju
teorem se primjenjuje na odrezano vrijeme zaustavljanja (engl. truncated
stopping time) T A m = min(7,m), te se rezanje ukloni (tj. m pusti u
beskonacnost).

Koristenjem te metode moze se dokazati da ako je T; vrijeme prvog pogadanja
stanja [ za slucajnu Setnju s distribucijom koraka P[Y; = 1] =p=1—-P[Y; =
1], tada je funkcija izvodnica momenata od T} jednaka

Ele™™ = <€A+\/€2)‘_4p(1_p)> |
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Za dokaz te fromule koristenjem rezultata 5 potrebno je konstruirati mar-
tingal oblika M, = e A+"*n za prikladnu vrijednost v. Mnogo zanimljivih
zakljucaka moze se izvuéi iz gornje formule.

Na primjer,

P[T; < 0] = lim E[e™"] =

% ! 1 ako jep > 1/2
p— —_—m p— l
(1—|—|1—2p|) (ﬁ) ako jep < 1/2.
Takoder, pretpostavivsi da je p > 1/2

d _ L akojep>1/2
B[] = = g5 Ble™ o = { o akojep— 1?2

Dakle, kada je p > 1/2 svako pozitivno stanje [ biti ¢e dohva¢eno u konaénom
vremenu. Medutim, kada je p = 1/2 potrebno prosjeéno vrijeme za bilo koje
stanje biti ¢e beskonacno.

4.4 Martingali s neprekidnim vremenom

Definicija martingala dana u 4.2 je preuska za mnoge primjene. Posebno, nije
prikladna za proSirenje na neprekidno vrijeme zbog poteskoca pri uvjetovanju
na kontinuum sluc¢ajnih varijabli. Slijedi opis opcenitijeg pristupa uvjetnom
ocekivanju i martingalima. Sljedece strukture su u temeljima svakog sto-
hastickog procesa X;:

e prostor elementarnih dogadaja €2: svaki elementarni dogadaj w € €2
odreduje put X;(w).

e skup dogadaja F: to je familija podskupova od €2 kojima se moze
pridruziti vjerojatnost.

e za svako vrijeme ¢, manja familija dogadaja F;, C F: to je skup onih
dogadaja koji su poznati u trenutku t. Drugim rije¢ima, dogadaj A je

u F; ako ovisi samo o X, 0 < s <t.
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Kako t raste, tako raste i F;: Fy C Fy,, t < u. Uzevsi zajedno, familija
(Fi)i>0 se zove filtracija pridruzena stohastickom procesu Xy, t > 0. Ona
opisuje informaciju dobivenu promatranjem procesa.

Neke slucajne varijable biti ¢e poznate do trenutka ¢: Kazemo da je Y F;-
izmgjeriva ako dogadaj {Y <y} pripada F; za svaku vrijednost y.
Stohasticki proces Y;, t > 0, se zove adaptiran filtraciji F;, ako je Y; Fy-
izmjeriva za sve t. Ako je F; filtracija generirana s X, tada je svaka funkcija
od X; adaptirana na F;.

Da bismo formulirali nasu novu definiciju uvjetnog ocekivanja, jednostavno
inzistiramo na klju¢nim svojstvima rezultata 2 i 3:

uvjetno ocekivanje B[ X |F] je po definiciji optimalni procjenitelj od X medu
svim JFi-izmjerivim slucajnim varijablama s kona¢nim ocekivanjem. Ekviva-
lentno,

E{(X - E[X|FA])Y} =0

za sve JF-izmjerive ogranic¢ene slucajne varijable Y.

Sljedeca kljucéna svojstva uvjetnog ocekivanja su relativno jednostavne posljedice
gornje geometrijske definicije:

Rezultat 6

(i) E{E[X|F]} = E[X]
(ii) Ako je X Fi-izmjeriva, tada je E[X|F] = X
(iii) Ako je Y Fi-izmjeriva i ogranicena, tada je

E[XY|F] = YE[X|F]

(iv) Ako je X nezavisna s Fy, tada je E[X|F| = E[X].
U ovom okruzju, martingal je stohasticki proces takav da vrijedi:
e E[|X;|] < o0
o E[X,|F] = X zasve s < t.

Koristeci nezavisnost prirasta, moze se dokazati da je Brownovo gibanje mar-
tingal. Takoder, ako je N; Poissonov proces s parametrom A, tada je N; — At
martingal. Uocite da proces moze biti martingal u odnosu na filtraciju gener-
iranu drugim procesom: na primjer, ako je B; Brownovo gibanje, B —t je
martingal u odnosu na filtraciju generiranu s By, t > 0.
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U ovom kontekstu, vrijeme zaustavljanja u odnosu na filtraciju (F;)i>o je
pozitivna slucajna varijabla T takva da dogadaj (T' < t) pripada F; za svaki
t>0.
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POGLAVLJE 3 - MARKOVLJEVI LANCI

Nastavni ciljevi: (iii) Definirati i primjeniti Markovljev lanac.
1. Navesti osnovna obiljezja modela Markovljevog lanca.
2. Navesti relacije koje predstavljaju Markovljev lanac.

3. Izracunati stacionarnu distribuciju Markovljevog lanca u najjednos-
tavnijim slucajevima.

4. Opisati sustav iskustvenog utvrdivanja premija zasnovanog na frekven-
cijama u terminima Markovljevog lanca, i opisati druge jednostavne
primjene.

1 Chapman-Kolmogorovljeve jednadzbe

Prisjetimo se iz poglavlja 2 da je termin Markovljev lanac rezerviran za
diskretno-vremenski Markovljev proces s konacnim ili prebrojivim skupom
stanja S. Prema tome, Markovljev lanac je niz slucajnih varijabli Xo, X1, ...,
X,, ... sasljede¢im svojstvom:

]P[Xn = j‘XO - io,Xl - il, .o ,Xm,1 - Z‘mfl,Xm == Z] == P[Xn == j’Xm == ’L]
(1)
za sva cjelobrojna vremena n > m i sva stanja ig, %1, ...,%m_1,%,J U S.
Markovljevo svojstvo (1) ima sljedeéu interpretaciju: uz dano sadasnje stanje
procesa X,, = i, dodatno znanje proslosti irelevantno je za izracun vjerojat-
nosne distribucije budué¢ih vrijednosti procesa.
Uvjetne vjerojatnosti na desnoj strani od (1) kljuéni su objekti za opis
Markovljevog lanca. Zovemo ih prijelazne vjerojatnosti i oznac¢avamo ih s

One zadovoljavaju sustav jednazbi:

Rezultat 1:

Prijelazne vjerojatnosti Markovljevog lanca s diskretnim vremenom zadovol-
javaju Chapman-Kolmogorovljeve jednadzbe:

p =3 plUpl

kesS
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za sva stanja 7,7 u S i sva cjelobrojna vremena m < [ < n.

Dokaz:

Zasniva se na Markovljevom svojstvu (1) i zakonu potpune vjerojatnosti u
uvjetnom obliku:

ako Ay, As, ..., Ag,... tvore potpun sustav (disjunktnih) dogadaja, tj.

U2 Ae =, AN A;=0, k+#7,

tada za svaka dva dogadaja B, C":

P[B|C] = ZPBKJA,C] P[A:|C].

k=1

Stoga

PIX, = j|Xm=1] = Y PX,=j|Xp=14,X =kPX, = kX, =i
kesS
= Y PX, =j|X; = k] P[X; = k|X,, =]
keS

koriste¢i Markovljevo svojstvo (uocite [ > m).

To je trazeni rezultat.

Chapman-Kolmogorovljeve jednadzbe omoguéuju nam da izra¢unamo opce
prijelazne vjerojatnosti pomocu jednokoracnih prijelaznih vjerojatnosti p(n n+l),
Zato je distribucija Markovljevog lanca potpuno odrdena ¢im je spemﬁcu"ano
sljedece:

e Jednokoracne prijelazne vjerojatnosti p(" )
e Pocetna vjerojatnosna distribucija ¢; = P[X, = j] .
Zaista, iz toga mozemo izvesti distribuciju svakog puta:

. . 1,2 n—1,n
P[Xo =10, X1 =11,..., X, = Zn] = qzopfml)pfm) pgn m) :

Stoga je pogodno, kadgod je moguce, odrediti stanja na nacin da tvore
Markovljev lanac. To ilustrira primjer 3.2.
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2 Vremenski homogeni Markovljevi lanci

Do pojednostavljenja dolazi ako su jednokoracne prijelazne vjerojatnosti neo-
visne o vremenu:

Py = py (2)
U tom slucaju kazemo da je Markovljev lanac vremenski homogen. To ¢e biti
stalna pretpostavka u preostalom dijelu poglavlja.
Iz (2) lagano slijedi da opée prijelazne vjerojatnosti ovide samo o razlikama
vremena:

P(Xipm = j|Xm =] = (3)

O (3) govorimo kao o l-korac¢nim prijelaznim vjerojatnostima. Za vremenski
homogen Markovljev lanac Chapman-Kolmogorovljeve jednadzbe glase

pl] Zp(l m)pkj zam<l<n
keS

Sto ima vrlo jednostavnu interpretaciju: definirajmo prijelaznu matricu P
pomodcu

Py =pij.
(n,n+1)

Tada se [-koracne prijelazne vjerojatnosti p;; mogu dobiti racunajuci

(7, 7)-to mjesto I-te potencije matrice P:
!
pz(j) =P lij .
Prijelazna matrica P je kvadratna N x N matrica gdje je N broj stanja u .S
(moguce beskonacan).

Uvjet normalizacije ZjeS pij = 1 vrijedi za svaki i, tj. zbroj elemenata
)
~ 1/]

Cesto je korisno nacrtati prijelazni graf Markovljevog lanca: nacrta se stre-
lica iz ¢ u 7 kadgod je p;; > 0, Sto oznacava da je mogu¢ direktan prijelaz iz
stanja ¢ u stanje j. Vrijednost od p;; moze se oznaciti iznad strelice.

svakog reda od P mora dati jedan. Opcenitije, Zjesp =1 za sve 1.

3 Primjeri

3.1 Jednostavan model sustava bonusa

Sustav bonusa (engl. No Claim Discount system) u osiguranju motornih
vozila, po kojem premija ovisi o vozacevim proslim odstetnim zahtjevima, os-
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novna je primjena Markovljevih lanaca. Izlozit ¢emo dva jednostavna modela
i predloziti moguca poboljsanja.

Drustvo za osiguranje motornih vozila svojim osiguranicima ili ne daje po-
pust (stanje 0), ili daje 25% popusta (stanje 1), ili 50% popusta (stanje 2).
Godina bez odstetnog zahtjeva rezultira prijelazom u vise stanje sljedec¢e go-
dine (ili zadrzavanjem maksimalnog bonusa). Sli¢no, godina s jednim ili vise
odstetnih zahtjeva prouzrokuje prijelaz u sljedece nize stanje (ili zadrzavanje
statusa bez popusta).

Uz ta pravila, status popusta osiguranika tvori Markovljev lanac sa skupom
stanja {0,1,2}. Ako je vjerojatnost godine bez odstetnih zahtjeva jednaka
3/4, prijelazni graf i prijelazna matrica su

EORNONNO"

1/4 3/4 0
P=|1/4 0 3/4
0 1/4 3/4

Vjerojatnost maksimalnog popusta u godini n + 3 ako je poznato da nema
nikakvog popusta u godini n je

pé?é) = Pl =9/16.

3.2 Drugi model za sustav bonusa

Modificirajmo prethodni model na sljedeé¢i nacin: Sada imamo c¢etiri nivoa
popusta;

0: bez popusta
1: 25% popusta
2: 40% popusta

3: 60% popusta
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Pravila za kretanje po ljestvici popusta su kao i prije, ali u slucaju odstetnog
zahtjeva u tekucoj godini, status popusta krece se nadolje jedan ili dva ko-
raka, ovisno o tome da li je prethodna godina bila bez odstetnog zahtjeva ili
ne.

Uz ta pravila, status popusta X,, osiguranika ne ¢ini Markovljev lanac na
S ={0,1,2,3}, jer

P[Xni1 = 01X, =2, X, 1=1=0,

dok je
PX,11=0/X,=2,X,1=3]>0.

Za konstrukciju Markovljevog lanca Y,,, n = 0,1,2, ..., potrebno je ugraditi
informaciju o protekloj godini u skup stanja. U stvari, to je potrebno samo
za stanje 2, koje dijelimo na:

2+4: 40% popusta i bez odstetnog zahtjeva prethodne godine
2-: 40% popusta i odstetni zahtjev prethodne godine.

Pretpostavljajuci kao i prije da je vjerojatnost godine bez odstetnog zahtjeva
jednaka 3/4, imamo Markovljev lanac na prostoru stanja S" = {0, 1,2+, 2—, 3}
s prijelaznim grafom i prijelaznom matricom

SO0

4 1/4

3/4

1/4 \2_] 3/4
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1/4 3/4 0 0 0
1/4 0 3/4 0 0
P=| 0 14 0 0 3/4
1/4 0 0 0 3/4
0 0 0 1/4 3/4

Vjerojatnost 60% popusta u godini n + 3 uz dan popust od 25% u godini n
je
Pg?’g) - P313 =27/64.

Ovaj osnovni model je podlozan brojnim poboljsanjima. Na primjer, vjero-
jatnost nesreé¢e moze ovisiti o statusu popusta, na taj nacin odrazavajuci
utjecaj statusa na vjerojatnost nesrec¢e. Takoder, vjerojatnost nesre¢e moze
ovisiti o vremenu odrazavajué¢i promjene u prometnim uvjetima. To vodi do
vremenski nehomogenih lanaca.

3.3 Jednostavna slucajna Setnja na
Z={..,-2,-1,0,1,2,...}

To je definirano kao X,, = Y; + Y5 + --- + Y, gdje su slucajne varijable Y;
(koraci Setnje) nezavisne sa zajednickom vjerojatnosnom distribucijom:

PY; =1 =p, PlY;=-1]=1-p.
Vrijedi Markovljevo svojstvo:

PIX, =j| X1 =i1,..., X1 = Gme1, Xon = 1]
— P[Xm+ym+1++Yn:]|X1:Z177Xm—1 :im—laXm:i]
= P4+ V0 =j —i] = P[X, = j[ X = ]

Prijelazni graf i prijelazna matrica su beskonacni:
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0 D
I—-p O P
I-p O D
1—p 0

Prijelazne vjerojatnosti za n koraka mogu se izracunati kao

p@ _ (mgfi)pwg_i(l —p)n+2i_j akoje0<n+j—i<2nin+j—1i paran
K 0 inace
Za izvod te formule bolje je zaklju¢ivati vjerojatnosno nego racunati P": pri-
jelaz iz 1 u j u n koraka ekvivalentan je m™ pozitivnih koraka i m™ negativnih
koraka uz
mt—m-=j—i, m"+m =n.
Uocite da je jednostavna slucajna Setnja, uz to sto je vremenski homogena,

takoder i prostorno homogena:
) )
pz(]n = pgirﬁr-

3.4 Jednostavna sluc¢ajna Setnja na {0,1,2,...,b}

To je sliéno prethodnom primjeru, uz razliku da moramo specificirati granicne
uvjete u 0 i b. Oni ¢e ovisiti o interpretaciji danoj lancu. Cesto koristeni
granicni uvjeti ukljucuju:

Reflektirajuéa granica: P[X,,; =1]|X, =0] =1
Apsorbirajuéa granica: P[X,.; =0/X, =0 =1

Mjesovita granica: P[X,,; = 0|X, = 0] = o, P[X,,.;1 = 1|X,, = 0] =
-«
Sluc¢ajna Setnja s apsorbiraju¢om granicom u 0 i b moze se koristiti za opis
kockarevog bogatstva: b je njegovo Zeljeno bogatstvo, a 0 predstavlja propast.

U oba slucaja, dostizanje granice znaci ostajanje tamo zauvijek.
S mjeSovitim grani¢nim uvjetima prijelazni graf je
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o} l—a p P P D P B
—-p 1—p —-p 1—p -p 1-p

a prijelazna matrica

«Q 11—«
1—»p 0 D
l=p 0 p

l=p 0 p

1-p5 p
Uvjeti s reflektiraju¢om, odnosno apsorbirajuc¢om, granicom dobiju se kao
specijalni slucajevi uzimajuci o i 3 jednakim 0, odnosno 1. Jednostavni mod-
ela sustava bonusa iz primjera 3.1 je jos jedan praktican primjer ogranicene
slucajne Setnje.

3.5 Model sklonosti nesre¢ama

Za danog vozaca, u svakom periodu j ili nema nesrece (Y; = 0), ili se dogodi

nesreca (Y; = 1). Vjerojatnost nesree u sljede¢em periodu procjenjuje se

koristeci vozaceve dosadasnje podatke kako slijedi (sve varijable y; su ili 0 ili

1):

fn+ye+- +yn)
g(n)

gdje su f, g dvije dane rastuce funkcije koje zadovoljavaju 0 < f(m) < g(m).

Naravno,

P[Yn+1 = 1’1/1 :ylvi/é:y%"wyn:yn] =

fp +yo+ -+ yn)

g(n) '
Ovisnost o dosadasnjim podacima znaci da Yy, Ys, ..., Y, ... nema Markovl-
jevo svojstvo. Medutim, ukupan broj vozacevih nesreca,

‘%:55%
j=1

P[Yn—i-l :0|Y1 :y17)6:y27"'7yn:yn] =1-

Poglavlje 3, stranica 8 (© Faculty and Institute of Actuaries



2000 Markovljevi lanci Predmet 103

je Markovljev lanac s prostorom stanja S = {0,1,2,...}. To je zato, jer

n+1—1+ZL’n|X1 —ZEhXQ—ZEQ,...,Xn:JZn]

Pl
= [n+1—1|Y1—Hfl,Yz—xz—iﬁla---,YnIiﬁ'n—%q]
[z

n)

g(n)

Uocite da je lanac vremenski homogen samo ako je g(n) konstantno.

4 Asimptotska vjerojatnosna distribucija
Markovljevog lanca

4.1 Stacionarna vjerojatnosna distribucija

Kazemo da je 7j, j € S, stacionarna vjerojatnosna distribucija za Markovljev
lanac s prijelaznom matricom P, ako vrijede sljedeéi uvjeti za sve j € S:

To= ) My (4)
ics
m; > 0
Z 7Tj =1
j€S
Uocite da se (4) moze zapisati u kompaktnom obliku 7 = 7P gdje se na =
gleda kao na vektor redak.
Interpretacija od (4) je da ako uzmemo ™ kao nasu pocetnu vjerojatnosnu
distribuciju, to jest P[ Xy = i| = m;, tada je distribucija u trenutku 1 ponovno
dana s 7:

PX;, =j] = Z]P’Xl_ﬂXo_z] [(Xo =1i] = mem—ﬂj

€S i€S

Isto vrijedi za sva vremena n > 1, tako da je m invarijantna vjerojatnosna
distribucija. U stvari, lanac je tada stacionaran proces u smislu poglavlja 2.
Opcenito, Markovljev lanac ne mora imati stacionarnu distribuciju, te ako
ona postoji ne mora biti jedinstvena. Na primjer, ne postoji stacionarna
distribucija za primjer 3.3, dok u primjeru 3.4 jedinstvenost ovisi o vrijed-
nostima « i 3. Kada je prostor stanja konacan, situacija je jednostavna.
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Rezultat 2:

Markovljev lanac s konac¢nim prostorom stanja ima barem jednu stacionarnu
distribuciju.

Dokaz ovog rezultata izlazi van okvira predavanja.

Kao primjer, izracunajmo stacionarnu distribuciju za model bonusa iz prim-
jera 3.2. Jednadzbe (4) glase:

1 1 1
T = ZWO + Zwl + 4—17?2_
3 1
™ = Zﬂo + ZWH
oy = 2#1 (5)
1
My = Z—l’ﬂ'3
3 3
T3 = ZW2+ + Z7T2— + 177'3

Ovaj linearni sustav nije linearno nezavisan, buduéi da zbrajanjem svih jed-
nadzbi dolazimo do identiteta (to je opée obiljezje jednadzbi m = 7P zbog
svojstva D i o pij = 1).

Zbog toga mozemo odbaciti bilo koju od jednadzbi, recimo posljednju.
Uocite takoder da je zbog linearnost svaki umnozak rjesenja od (5) opet
rjesenje. Jedinstvenost proizlazi iz normalizacije > jes ™ = 1. Zbog toga je
dobra praksa naci rjeSenje za komponente od 7 u terminima jedne od njih
(recimo m; ovdje), o kojoj ¢emo govoriti kao o radnoj varijabli. Vrijednost
radne varijable odreduje se u zadnjem koraku iz normalizacije.

Sazmimo sada metodu i iskoristimo je na gornjem primjeru.

Korak 1: Odbacimo jednu od jednadzbi. Ovdje su prva ili zadnja
oc¢igledan izbor. Izabiremo zadnju.

Korak 2: Odaberimo jedan od m;-tova kao radnu varijablu.
Ovdje su 7y, w91, mo_ ili w3 razumni izbori. Izabiremo ;.

Korak 3: PrepiSemo preostale jednadzbe pomocu radne vari-

jable.
37T0 — T9o_ — T
37T0 + oy = 47’(’1
oy = %71'1
47'[‘2_ — T3 =0
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Korak 4: Rijesimo jednadzbe pomocu radne varijable.

Opcenito to mozemo uciniti pomocéu Gaussovskih eliminacija, ali ovdje
su jednadzbe tako jednostavne da se rjeSenja mogu procitati ako ih
gledamo u pravom redoslijedu:

3 _ My 3 _13
7T2+—47T1, To = 1 1 —12771
13 9
7T2_:7T1(—1+Z):Z7T1, 7T3:97Tl.

Korak 5: Izracunamo radnu varijablu.

m = m(13/12,1,3/4,9/4,9)

™ 169
zj:wj = H(13+12+9+27+108) = —m =1
12
™ = —
! 169

Korak 6: Spojimo rezultate zadnja dva koraka i dobijemo
rjeSenje.

13 12 9 27 108
1697169’ 169’ 169 169

) (6)

Korak 7: Ukoliko zelimo, iskoristimo odbacenu jednadzbu za
provjeru rezultata.

=

108 = 3/4 x 94 3/4 x 27+ 3/4 x 108
ili
432 = 27 + 81 + 324

(kao sto je prije objasnjeno, normalizacija ne igra nikakvu ulogu u
sustavu (5)).

Pitanje jedinstvenosti stacionarne distribucije je delikatnije. Mi ¢emo raz-
matrati samo ireducibilne lance definirane svojstvom da je svako stanje j
dostizno iz nekog drugog stanja i. Drugim rije¢ima, lanac je ireducibilan,
ako za dani par stanja 7,5 postoj cijeli broj n takav da je pi?) > 0. O tom
svojstvu se uobicajeno moze dati sud ve¢ iz prijelaznog grafa. Markovljevi
lanci iz primjera 3.1, 3.2, 3.3 su ireducibilni. Takav je i 3.4 osim u slucaju
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da je bilo koja granica apsorbirajuéa (a = 11ili § = 1). Takva apsorbirajuca
stanja pojavljuju se u mnogim situacijama (npr. propast).

Rezultat 3:

Ireducibilan Markovljev lanac s kona¢nim skupom stanja ima jedinstvenu
stacionarnu distribuciju.

Dokaz ovog rezultata izlazi van okvira predavanja.

Uobicajeno je da Markovljev lanac s beskonac¢nim skupom stanja nema sta-
cionarnu distribuciju, ¢ak i kada je ireducibilan. To je sluc¢aj kod jednostavne
slucajne Setnje u primjeru 3.3.

4.2 Asimptotsko ponasanje Markovljevog lanca

Prirodno je ocekivati da distribucija Markovljevog lanca tezi prema invari-
jantnoj distribuciji m za velika vremena. To je razlog zasto je stacionarna
distribucija toliko vazna. Ako navedena konvergencija vrijedi, pﬁ?) ¢e biti
blizu 7; za asimptotski veliki dio vremena.

[zvjesni fenomeni donekle kompliciraju gornju sliku. Stanje ¢ je periodiéno
s periodom d > 1 ako je povratak u ¢ mogu¢ samo u broju koraka koji je
umnozak od d (tj. pgl) = 0 osim za n = md za neki cijeli broj m). Samo za
aperiodi¢na stanja postoji lim,, pg‘).

Koristedi prijelazni graf moze se provjeriti da su u primjerima 3.1 i 3.2 sva
stanja aperiodi¢na, dok u primjeru 3.3 sva stanja imaju period 2. Konac¢no,
u primjeru 3.4 sva su stanja aperiodi¢na osim kada sui « i G ili 0ili 1.
Vazno je uociti da za ireducibilan Markovljev lanac sva stanja imaju isti
period (ili su sva aperiodi¢na).

Sada mozemo iznijeti rezultat o konvergenciji prema stacionarnoj vjerojat-
nosnoj distribuciji.

Rezultat 4:

Neka je pl(?) n-koracna prijelazna vjerojatnost ireducibilnog aperiodi¢nog
Markovljevog lanca na kona¢nom prostoru stanja. Tada je za sve i, j, lim,, pz(;l) =
7, gdje je m stacionarna vjerojatnosna distribucija.

Uocite da je gornji limes neovisan od pocetnog stanja ¢. Dokaz ovog rezultata
izlazi van okvira predavanja.
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POGLAVLJE 4 - MARKOVLJEVI
PROCESI SKOKOVA

Nastavni ciljevi: (iv) Definirati i primjeniti Markovljev proces.
1. Navesti osnovna obiljezja modela Markovljevog procesa.

2. Definirati Poissonov proces, izvesti distribuciju broja dogadaja u danom
vremenskom intervalu, izvesti distribuciju vremena izmedu dogadaja, i
primjeniti te rezultate.

3. Izvesti Kolmogorovljeve jednadzbe za Markovljev proces s vremenski
neovisnim, te vremenski i dobno ovisnim prijelaznim intenzitetima.

4. Rijesiti Kolmogorovljeve jednadzbe u jednostavnim slucajevima.

5. Navesti diferencijske jednazbe koje se mogu koristiti za numericko rjesavanje
Kolmogorovljevih jednadzbi.

6. Navesti jednostavan numericki algoritam koji se moze koristiti za rjesavanje
jednadzbi u slozenijim slucajevima.

7. Opisati jednostavan model dozivljenja, model bolesti i model braka
pomoc¢u Markovljevih procesa i opisati druge jednostavne primjene.

8. Navesti Kolmogorovljeve jednadzbe za model u kojem prijelazni inten-
ziteti ne ovise samo o dobi i vremenu, ve¢ takoder i o duljini boravka
u jednom ili vise stanja.

9. Opisati modele bolesti i braka pomo¢u Markovljevih procesa ovisnih o
duljini boravka i opisati jednostavne primjene.

1 Kolmogorovljeve jednadzbe

Markovljev proces X;, ¢ > 0, s neprekidnim vremenom i diskretnim (t;j.
kona¢nim ili prebrojivim) skupom stanja S naziva se Markovljev proces skokova.
Njegove prijelazne vjerojatnosti

Py(s,t) = PIX, = jIX, =] (s<t)
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zadovoljavaju Chapman-Kolmogorovljeve jednadzbe
P;(s,t) ZRk s,u)Pyj(u,t) Vs <u<t. (1)
kes
To je neposredna posljedica Markovljevog svojstva, vidi poglavlje 3. Oznacimo
li sa P(s,t) matricu s elementima P;;(s,t), jednadzba (1) se moze zapisati

P(s,t) = P(s,u)P(u,t) Vs <u<t. (2)

Ukoliko znamo prijelaznu matricu P(s,t) i pocetnu distribuciju ¢; = P[X, =
i], koristeéi Markovljevo svojstvo mozemo naéi opéenite vjerojatnosti za pro-
ces X;. Na primjer, za 0 < t; <ty <--- <1,
P[Xo =14, Xy, = j1, Xty = Jo, - -+ Xb,, = Jn] = @iDijy (0, 01) s (P, t2) - - Djr_jn (1, tn)
i
P[X1, = j1s Xiy = Joso s Xow = = D @1y (0,80)pjs (B, 1) - D1 (b1, 1)

ics
Mi ¢emo pretpostaviti da su funkcije Pj;(s,t) neprekidno diferencijabilne.
Uoc¢imo li da je

< _J 0 akojei#j
Pl =05 = { 1 ako je i = j (3)
to povladi postojanje sljede¢ih funkcija
0 R(S,S—f-h)-&
Uij(3> ot 13(5 li=s = llf% J N L (4)

Ekvivalentno, vrijede sljedece relacije za h — 0 (h > 0):

hoij(s)+o(h) — zai#j
Pij(s, s+ h) = { 1+ hoyi(s) + o(h) zai:i’ (5)

gdje tvrdnja da je f(h) = o(h) za h — 0 znaci limy,_o f(h)/h = 0.
Interpretacija prvog retka u (5) je jednostavno da je vjerojatnost prijelaza iz
i u j za vrijeme kratkog vremenskog intervala [s, s + h] proporcionalna s h.
Stoga naziv prijelazni intenzitet za o,;;(s). Prijelazni intenziteti imaju funda-
mentalno znacenje, buduc¢i da u potpunosti odreduju distribuciju Markovlje-
vih procesa skokova. Da bismo to vidjeli, derivirajmo (1) u odnosu na t, te
stavimo u = t:

8
2] S t ZPZ].C S, t Jk] (6)

keS
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To su Kolmogorovljeve jednadzbe unaprijed. One se mogu zapisati u kompak-
tnom obliku kao

0
EP(S, t) = P(s,t)A(t) (7)

gdje je A(t) matrica s elementima o;;(t).

U izvodenju (6) implicitno je pretpostavljeno da je prostor stanja konacan.
U tom slucaju, za sve fiksne s, 1, (6) je konacan linearan sustav obiénih difer-
encijalnih jednadzbi (u stvari, varijabla s i indeks i pojavljuju se samo u
poCetnom uvjetu (3)). Prema tome, za dane prijelazne intenzitete o;;(t),
jednadzba (6) ima jedinstveno rjesenje kompatibilno s (3). Zbog tog razloga
se Markovljevi modeli redovito formuliraju jednostavno specificiranjem nji-
hovih prijelaznih intenziteta o;;(t).

Deriviranjem (2) s obzirom na s, a ne t (i stavljajué¢i u = s), mozemo dobiti
Kolmogorovljeve jednadzbe unatrag:

%p(s, t) = —A(s)P(s,t). (8)

U “normalnim” okolnostima, sustavi unaprijed i unatrag su ekvivalentni. To
je posebno tako kada su prijelazni intenziteti ograni¢eni

sup |o;(t)| < oo Vt>0. (9)

,L?]

Medutim, kada (9) ne vrijedi, sustav unatrag ima fundamentalnije znacenje,
vidi primjer 4.4.

Uocimo konacno da iz (5) slijedi da je 0;;(s) > 0, i # j, ali je 0;i(s) < 0. U
stvari, deriviranje identiteta » ;¢ F;(s,t) = 1 s obzirom na t ut = s povlaci

oii(s) = — Z gij(s). (10)
J#i

Stoga svaki redak matrice A(s) ima zbroj nula.

2 Poissonov proces

Promotrajmo Markovljev proces skokova sa skupom stanja S = {0,1,2,...}
i prijelaznim intenzitetima:

o A zaj=i+1
Y1 0 inace

Reprezentacija pomocu dijagrama je

(© Faculty and Institute of Actuaries Poglavlje 4, stranica 3
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Aot - o -

a matrica A u Kolmogorovljevim jednadzbama je:

A A 0
A A
A= —A A (11)

Nije nimalo oc¢ito da se proces definiran gore podudara s Poissonovim pro-
cesom karakteriziranim u poglavlju 2 kao proces s nezavisnim stacionarnim
Poissonovski distribuiranim prirastima. Medutim, moze se dokazati da su
dvije definicije ekvivalentne.

Poissonov proces se uglavnom primjenjuje kao brojeci proces: X; modelira
broj pojavljivanja nekog dogadaja (kao na primjer, automobilskih nesreca)
kroz [0, t].

Iz (11) dobivamo jednadzbe unaprijed

Py(t) = —APo(t)
{Pi,j(t) = AP _1(t) — APy(t), j > 0. (12)

Uz pocetan uvijet Piy(0) = 0,0, prva jednadzba daje Piy(t) = dpe~ . Nadalje
racunamo Fy;(t) za sve j. Jednadzbu

Fos(t) = APyj-1(t) — Ao (t) (13)

rjeSavamo metodom wvarijacije konstanti. Buduéi da je opée rjesenje ho-
mogene jednadzbe Pj;(t) = APy;(t) jednako ae ™, trazimo partikularno
rjesenje od (13) u obliku a;(t)e=*. Uvrstavanje toga u (13) daje jednadzbu

a(t) = Aaj1(t) koja dopusta rjesenje ay(t) = (’\jﬁ

rjesenje od (13) je

Prema tome, opce

(At)?

—\t —\t
S€ +ae 7,
7!

Fo; (1) =
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a pocetni uvjet Fy;(0) = dp; daje o = 0. Na isti na¢in moze se naci

(14)

Dokaz tog rezultata izlazi van okvira predavanja.

Sada mozemo razmatrati svojstva prirasta procesa. Prva stvar koju treba
primjetiti je da je proces, uz to sto je vremenski homogen, takoder prostorno
homogen: P;;(t) = Piy;j1i(t). Koristed to 1 Markovljevo svojstvo, imamo za
sve 59 < 8§51 < - < 5, <85 < T

]P)[Xt —XS :leSO - io,Xsl - il;---stn - in,Xs — ’l]
= ]P)[Xt :Z—F]‘XS = Z] = ]3”_’_](75— S) = ng(t — 8)

(At —s)) o A=)
!

To dokazuje da su prirasti X; — X nezavisni od proslosti procesa (X,,u < s)
i imaju stacionarnu Poissonovu distribuciju. Zbog toga se nas Markovljev
proces skokova podudara s Poissonovim procesom definiranim u poglavlju 2.

Buduc¢i da se Poissonov proces X; mijenja samo skokovima za jedan na gore,
njegovi putovi su u potpunosti karakterizirani vremenima u kojima se skokovi
dogode. Oznacimo s Ty, 11,75, ... uzastopna vremena izmedu dogadaja (ili
vremena zadrzavanja).

(© Faculty and Institute of Actuaries Poglavlje 4, stranica 5
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Xy
3 T
2 +
1+
- 1

Ty A 15

Uocite da izabiremo (po konvenciji) da su putovi od X; zdesna neprekidni
tako da je Xp, =1, Xpomy, = 2,....

Lagano je karakterizirati vjerojatnosnu distribuciju vremena 7} koje Pois-
sonov proces provede u stanju j

P[Ty > t| X, = 0] = P[X; = 0| X, = 0] = e .
Prema tome, Ty ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom \. Stovige,

P[T, > t|Xo = 0,Tp = s] = P[X1y, = 1|/ X0 = 0,Tp = 5]
= P[Xps — X, =0[Xg =0,Ty = 5] = P[Xpp, — X, = 0]
= Poo(t) = €_>\t,

gdje treca jednakost odrazava nezavisnost prirasta X;, s — X, od proslosti
procesa (do i ukljucivsi vrijeme s). Gornji racun dokazuje dva rezultata
odjednom: 77 je nezavisno od 7} i ima jednaku distribuciju. Sli¢no, Ty, 77, . .
je niz nezavisnih eksponencijalno distribuiranih slucajnih varijabli s parametrom

A

Poglavlje 4, stranica 6 (© Faculty and Institute of Actuaries
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3 Struktura Markovljevih procesa skokova

Tako mnoge aktuarske primjene ukljucuju prijelazne intenzitete ovisne o dobi,
glavne ideje je najbolje uvesti u jednostavnom slucaju vremensk: homogenog
procesa kod kojeg je P, (s,t) = P;;(0,t —s) = P;j(t — s), te su kao rezultat
toga prijelazni intenziteti o;; neovisni o vremenu.

3.1 Vremenski homogen slucaj

Eksponencijalni karakter vremena zadrzavanja Poissonovog procesa nije slucajan:

svojstvo zaborava
PT > t+u|T >t =P[T > u (15)

koje karakterizira eksponencijalno distribuirane slucajne varijable je nuzan
zahtjev za vremena zadrzavanja vremenski homogenog Markovljevog procesa.
Promotrimo prvo vrijeme zadrzavanja Ty = inf{t : X; # Xy }.

Rezultat 1:

Prvo vrijeme zadrzavanja vremenski homogenog Markovljevog procesa skokova
s prijelaznim intenzitetima o;; je eksponenciajlno distribuirano s parametrom
i = —0j = Z#i 0;j. Drugim rije¢ima,

]P)[To > t’XO - 7/] - €7Ait .

Dokaz:

Dogadajem {Ty >t} = { X, = Xo,0 < s <t} je tesko rukovati, jer ukljucuje
kontinuum vremena 0 < s < t. Stoga ¢emo ga aproksimirati diskretizacijom
vremena. Definirajmo dogadaje

Bn:{Xlt/2" :Xo,l:1,2,...72n}.

Sada mozemo rac¢unati
BBX =i = (Puh)) = (14 out +o(h))
n 0 =1 = (3 2n - Uzzzn o 27’L .

Ali uocite da je By D By D -+ D B,,..., te {To >t} = Ny°_, By, te zato

]P)[TO > t|XU = Z] = ]P)[ ﬁ:le|XO = Z]
— lim P By|Xo = i] = lim P[By|Xo = i]

t 1\

n—oo 2n 2n
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Kod Poissonovog procesa vrijeme skokova je sve, ali opéenito moramo takoder
karakterizirati i stanje u koje proces skace. To je izuzetno jednostavno: skok
se dogada iz Xy =1 u X, = j s vjerojatnosc¢u proporcionalnom prijelaznom
intenzitetu o;; i Stovise, Xp, je nezavisno od vremena zadrzavanja Tp. Da
bismo to vidjeli, promatrajmo za j # i:

PXip =7,t <To <t+h|Xg=1i] =P[Xy1n = j, To > t|Xo = i
P[X¢yn = j|Xo =4, Ty > t] P[To > t| Xy = 1]
P Xin =j| X, =1i,0 < s < tle™ = Pyj(h)e .

Sada podijelimo sa h i pustimo h — 0: zajednicka vjerojatnosna distribu-
cija/gustoéa od X, i Ty je uvjetno na Xy = i jednaka
O'ije_)\it .
Drugim rije¢ima, ona je produkt gustoée vremena zadrzavanja A\;e ' i o;; /\;.
To dokazuje dva rezultat odjednom: vjerojatnost skoka iz stanja i u stanje j
je
. T
PlX7, = j[Xo =i = % (J #1)
1
1 Stovise, X, je nezavisno s 1.
Kao rezultat Markovljevog svojstva, slika je ista za uzastopne skokove: nakon
Sto je usao u neko stanje j, proces tamo ostaje eksponencijalno distribuirano
vrijeme s parametrom ;. Tada skace u stanje k s vjerojatnoscéu %
J

Uocite da je srednje vrijeme zadrzavanja u stanju j jednako 1/X;. Toga
se je vazno sjetiti kada se prijelaznim intenzitetima pridruzuju numericke
vrijednosti.

3.2 Nehomogen slucaj

Promatrajmo sljede¢i model doZivljenja: prijelaz iz stanja ziv Z u stanje
mrtav M dogada se s intenzitetom pu(t).

. p(t)

Poglavlje 4, stranica 8 (© Faculty and Institute of Actuaries
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Drugim rije¢ima, u(t) je intenzitet smrtnosti.

Buduéi da je A(t) = ( _’lé(t) Mét) ), jednadzbe unaprijed daju

0

apzz(&t) = —u(t)Pz5(s,t).

Rjesenje koje odgovara pocetnom uvjetu Py ;(s,s) =1 je
Pyy(s,t) = e Jan@d "

Ekvivalentno, vjerojatnost da ¢e osoba dobi s prezivjeti daljni period duljine
barem w je

s+w

whs = Pyy(s, 5 +w) = e [ #@de — o= [y nlstu)dy (17)

Formula (17) ilustrira potrebu za vremenski ovisnim intenzitetima u sm-
rtnosti i mnogim drugim aktuarskim modelima: konstanta g bi dovela do
vjerojatnosti dozivljenja ,,ps neovisne o dobi, sto je apsurdan rezultat.

U obliku u kojem je napisana, (17) je svojstvena specificnom modelu dozivljenja
koji promatramo. Medutim, ako se pravilno reinterpretira, to je samo primjer
opc¢e formule.

Za opceniti Markovljev proces skokova X;, definirajmo rezidualno vrijeme
zadrzavanja Rg kao (sluc¢ajni) iznos vremena izmedu s i sljedeéeg skoka:

{Rs >w, Xy =i} ={Xy, =i, s<u<s+w}.

Formula (17) daje vierojatnost da je R, > w ako je dano stanje Z u trenutku
s. Slijededi iste korake kao u dokazu rezultata 1, opcéenito se moze dokazati
da je

PR, > w|X, =] = e/« " Miwdu_ (18)

Stovise, karakterizacija stanja
Xs(+) = XS+RS
u koje proces skoci, slicna je homogenom slucaju:

O'Z'j<8 + w)

PIX® =j|X, =i R, =w] = =22~ —2
[ S j’ Z? w] )\1(8+U))

(19)
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Gornje nije samo zgodna slika ponasanja Markovljevog procesa skokova: to je
takoder jaki racunski alat. Zaista, uvjetovanjem na R i XS(H, te koristenjem
zakona potpune vjerojatnosti, imamo

Pij(s,t) = PIX;=jlXs=1]

t—s
= Z/ PX; = j|Xs =1, Rs = w, X(-l—) lou(s +w)e .];+w>\i(u)dwa

l#1
S [ e e
1#1

To je integrirani oblik jednadzbe unatrag, Sto se moze provjeriti deriviranjem
po t. Formula moze izgledati zastrasujuce, ali odgovara intuiciji: buduc¢i da
je j # i, proces mora u nekom trenutku iskociti iz i. Po (18), prvi skok nakon
vremena s dogodi se u s + w s vjerojatnosnom gusto¢om

Ai(s 4 w)e J dilw du

Po (19) proces ¢e skociti u | kroz vremenski period [s, s + w| s vjerojatnosti
05 (s+w)

Preostaje izvesti prijelaz iz [ u j kroz preostali vremenski period

Ai(s+w)
[s +w, 1]:
[
) i | J
] st+w t
Kada je ¢ = j imamo dodatni ¢lan e~ Jx “_ jer proces moze ostati u stanju

i kroz cijeli period [s,t].

Ako se umjesto na prvi skok nakon s fokusiramo na zadnji skok prije t,
mozemo dobiti intuitivni izvod integriranog oblika jednadzbe unaprijed.

Za 1 # j to izgleda

Pi(s,t) =Y / Pa(s,t = w)oy(t — wye™ Fo M@ ® g (21)

k#j

Ty =
>

Poglavlje 4, stranica 10 (© Faculty and Institute of Actuaries
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Za potpun izvod te jednadzbe treba se pozvati na svojstva tekuéeg vremena
zadrzavanja Cy, naime vremena izmedu zadnjeg skoka i t:

{Ci>w, X, =j={Xu=j,t —w<u<t}.

4 Primjene

4.1 Bolest 1 smrt

Opisimo stanja osobe kao “zdrav”, “bolestan” ili “mrtav”’. Za dane vre-
menski ovisne (tj. dobno ovisne) prijelazne intenzitete, mozemo konstruirati
Markovljev proces skokova sa skupom stanja {Z, B, M }:

o(t)
z ) < B
p(t)
p(t) v(t)

Matrica A(t) u Kolmogorovljevim jednadzbama je

—o(t) — p(t) o(t) pu(t)
Aft) = p(t) —p(t) —v(t) v(t)
0 0 0

Specijalno, Az (1) = o(t) + p(t), A(t) = p(t) +v(t), Au = 0.
Najjednostavnije je izracunati vjerojatnosti za ostati neprekidno zdrav ili
neprekidno bolestan kroz [s, t]. Koristeéi (18) te vjerojatnosti su

]P)[Rs >t — Sle = Z] —e fst(o'(u)'i‘/ﬁ(u))du (22)

(© Faculty and Institute of Actuaries Poglavlje 4, stranica 11
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P[R, >t — 5| X, = B] = ¢~ Js (b tv()du

Prijelazne vjerojatnosti mogu se povezati jedna s drugom kao u (20) i (21).
Na primjer

t—s o
Pzp(s,t) = / Ppp(s +w, t)o (s +w)e” @) du gy
0

r N

B

S+ w

® T

-1 &

Lako se moze rukovati dodatnim uvjetima na rezidualno ili tekuée vrijeme
zadrzavanja. Promotrimo, na primjer, vjerojatnost da je osoba bolesna u
trenutku ¢ i da je bila bolesna barem w, ako je dano da je osoba zdrava u
trenutku s. Ta vjerojatnost je:

t—s
PX;=B,C;>w| X, =27] = / Pyy(s,t—v)o(t—v)e Jelp@v)de g,
0

o T N
I My N
| T(®

4.2 Brak
Opisimo brac¢ni status neke osobe kao jedan od sljedeéih: nezenja (nikad

ozenjen) (N), ozenjen (O), udovac (U), rastavljen (R), mrtav (A). Mozemo
definirati Markovljev proces skokova kao na slici:
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Zbog jednostavnosti smo uzeli da intenzitet smrti p(t) ne ovisi o bra¢nom
statusu. Ovaj model se moze proucavati tocno kao i primjer 4.1. Na primjer,
vjerojatnost da je osoba ozenjena u trenutku ¢ i da je bila ozenjena kroz
period trajanja barem w, ako je dano da je osoba nezenja u trenutku s je (uz
pretpostavku w < t — s):

t—w
PX; =0,C; > w| Xy, =N] = / (Pyn(s,t —v)a(t —v) + Pyy(s,t —v)r(t —v)

+ Pyr(s,t — v)p(t — v)) e ol tr() du g,

k
N l
S t—

I 17O

v t
gdje je k bilo koje od stanja koje vodi do O, naime N, U i R.

4.3 Sklonost nesre¢ama

Promotrimo sljede¢i model za ukupan broj nesre¢a X; koje ima neki vozac za
vrijeme perioda [0,t]: X; je vremenski homogen Markovljev proces skokova

(© Faculty and Institute of Actuaries Poglavlje 4, stranica 13
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s prijelaznim intenzitetima (i # j):

_Ja+if akojej=i+1
E 0 inace

a+ 208 a+if

ogchofoRNogct

Drugim rije¢ima, intenzitet nesrec¢a raste linearno s vozacevom povijesti nesreca.
Prijelazna matrica procesa je

—a o 0
—a—fF a+p
A= —a—20 a+20

0
a jednadzbe unaprijed za Fy;(t) su

Poo(t) = —aPul(t)
Bi(t) = (at(—1B)Poyor(t) — (a+ jB)Py(t), j>0.

Te jednadzbe se rjesavaju isto kao za Poissonov proces: trazimo rjesenje
u obliku Py;(t) = v;(t)e~ @+t Slijedi da nepoznate funkcije v; trebaju
zadovoljavati 7(t) = v;_1(t)(a + (j — 1)3))e”.

To rjesavamo rekurzivno, uzevsi u obzir pocetni uvjet v;(0) = do; :

olt) = 1,m(t) = %(eﬁt 1), (t) = W((ﬁ 12

Oé(Oé—i—ﬁ)(Oé—i— 26) ce (Oé—i— (.7 B 1)5) (eﬁt . 1)]
FilZ '

(t) =
Prema tome rjesenje je

alat B)@+20) . (@+G=DB) —ary _ sty
J\ |
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Napomena:
Buduédi da je \; = «a + i3, vremena zadrzavanja T; imaju svojstvo da je
Yo B[] = 3572 —5 = 00. Dasmo izabrali 0}; = a+i*3 (j = i+1), imali

=0 a+i8
bismo Y2 E[T)] = Y277 o < 00, testogaP[3,_( T < oo] = 1. Drugim

rije¢ima, beskonacno mnogo prijelaza se dogada u kona¢nom vremenu. To
vodi na ) 7% Pji(t) < 11 do nejedinstvenosti rjesenja Kolmogorovljevih jed-
nadzbi: zaista, definicija procesa mora se dopuniti dodavanjem grani¢nog
stanja (koje se dostize nakon beskonaéno mnogo prijelaza) i specificiranjem
prijelaznog pravila iz njega. Rezultirajuce prijelazne vjerojatnosti ¢e zado-
voljavati originalne jednadzbe unatrag, ali ne jednadzbe unaprijed.

4.4 Bolest i smrt ovisni o trajanju

U primjer 4.1, Markovljevo svojstvo povlaci
PX, = Z|X;=B,Cs =w| =P[X, = Z| X, = B].

Drugim rijecima, trajanje tekuce bolesti nema utjecaja na buduce zdravstvene
prognoze. Da bismo uklonili to nezeljeno svojstvo, modificiramo model dopustajuci
da intenziteti prijelaza iz stanja B ovise o teku¢em vremenu zadrzavanja C.

Moze se uciniti da nas to vodi van dometa ovog poglavlja, buduéi da se vri-
jednosti od C; sada moraju ukljuciti u stanja, tako da prostor stanja prestaje
biti prebrojivim. Medutim, okvir sekcije 3.2 se jos uvijek moze koristiti, uz
uvjet pazljivog uvjetovanja na relevantno tekuce vrijeme zadrzavanja.
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U stvari, buduéi da prijelazni intenziteti o i pu ne ovise o C}, vjerojatnost
ostajanja neprekidno zdrav kroz [s,?] je kao i prije dana s (22). S druge
strane, za izraCunati vjerojatnost da se ostane neprekidno bolestan kroz s, t]
uz dan tekudi period bolesti [s — w, 5], trebamo obnavljati vrijednosti od p i
v kako bolest napreduje:

P[X, = B,R, > t — s|X, = B,C, = w] = e s (lww-stuytvlww-stu) du

A
| B

w—3S+u

Za zavrSni primjer, vjerojatnost biti zdrav u trenutku ¢ ako je dano da je
osoba bolesna u trenutku s, sa tekué¢im trajanjem bolesti w moze se zapisati
kao:

Pp,z(s,t) = PX,=Z|X,=B,Cs =]

t
_ / 6_jsu(p(u,w—s—i-u)—i-v(u,w—s—l—u))dup(v’ w— s+ U>PZZ(U7 t) dv .
0

Z
B |

w S u (%

~ TN

w—S8+u

5 Numericke metode

Opcenito se linearne obi¢ne diferencijalne jednadzbe s vremenski ovisnim ko-
eficijentima ne mogu rijesiti eksplicitno pomoc¢u elementarnih funkcija. Stoga
ne mozemo ocekivati da ¢emo naci rjesenje Kolmogorovljevih jednadzbi u
analitickom obliku, osim u sluc¢aju da prijelazni intenziteti imaju vrlo speci-
jalan oblik (na primjer konstante). Ukratko ¢emo opisati tri numericke
metode.

Ovo su samo primjeri metoda, dok ¢e odabir metode ovisiti o okolnostima.
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5.1 FEulerova metoda

Metoda se sastoji jednostavno u zamjeni derivacije po ¢t u jednadzabi un-
aprijed (7) konacnom diferencijom. Drugim rije¢ima, izaberemo korak h i

racunamo P(s,s+mh), m =0,1,2,..., pomocu sljedeée rekurzivne sheme:
P(s,s+ (m+1)h) = P(s,s +mh) + hP(s,s + mh)A(s + mh)
P(s,s) =1

gdje je I jedini¢na matrica s elementima d;;.

Ta metoda vodi do gresaka reda h, drugim rijecima, polovljenje veli¢ine ko-
raka prepolovit ¢e gresku. U tockama koje nisu tocke mreze t = s + mh,
P(s,t) se procjenjuje linearnom interpolacijom.

5.2 Runge-Kutta metoda cetvrtog reda

To je znacajno poboljSanje u odnosu na Eulerovu metodu, buduéi da je
pridruzena greska sada reda h* (tj. polovljenje velicine korak ¢e smanjiti
gresku za faktor 16).

Slijedi shema:

P(s,s+ (m+1)h) = P(s,s + mh) + 2[Ci(s,m) + 2Cs(s, m) + 2C5(s, m)

+Cy(s,m)]
P(s,s)=1
gdje je
Ci(s,m) = P(s,s+mh)A(s+ mh)
Cy(s,m) = [P(s,s+mh)+ gCl<S, m)|A(s + (m + é)h)
Cs(s,m) = [P(s,s+mh)+ gCQ<S, m)|A(s + (m + %)h)
Cy(s,m) = [P(s,s+ mh)+ hCs(s,m)|A(s + mh).

5.3 Integralni oblik

Drugi pristup je krenuti od integralnog oblika Kolmogorovljevih jednadzbi
unaprijed (ili unatrag), vidi sekciju 3.2:

t—s
Pu(s, t) = e Je M0 du Z/ (st — w)oe(t — w)e S M gy
i#k 70
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Niz uzastopnih aproksimacija PZ-(]@)(S, t) definiran dolje ima korisno svojstvo
rasta prema rjesenju kada n — oo (provjerite indukcijom):

{af><s,t> = by SN

Pi(knﬂ)(s,t) = e J3 X d“+zﬁék 0 )(s,t—w)ajk(t— w)e —fw M@ du gy

Ej
Za numericku implementaciju integrale treba aproksimirati, na primjer korlstenjem
Simpsonovog slozenog pravila: za numericko racunanje integrala f f(z)dz,
podijelimo interval [a, b] na 2m intervala jednake duljine

b—a
h= 2m
1 koristimo
h oh T 4h & )
(@) +f 32 (a+2h)+ - fla+(2j = Dh)
: j:l

kao aproksimaciju od ff f(x) dx. Mozete ocekivati gresku reda h?.
Ta metoda moze se koristiti u primjeru 4.5, te u 4.1 1 4.3.
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POGLAVLJE 5 - GLAVNI POJMOVI U
OSNOVI ANALIZE VREMENSKIH
NIZOVA

Nastavni ciljevi: (v) Definirati i primjeniti glavne pojmove na kojima se
temelji analiza modela vremenskih nizova.

1. Objasniti pojam i opca svojstva stacionarnog, 1(0), i integriranog, I(1),
jednodimenzionalnog vremenskog niza.

2. Objasniti pojam stacionarnog sluc¢ajnog niza.
3. Objasniti pojam filtera primjenjenog na stacionaran sluc¢ajan niz.

4. Upoznati notaciju za operator pomaka unatrag, operator diferenciranja
unatrag, te pojmove korijena karakteristicne jednadzbe vremenskog
niza.

5. Objasniti pojmove i osnovna svojstva autoregresivnih (AR) vremen-
skih nizova, pokretnih sredina (MA), autoregresivnih pokretnih sredina
(ARMA) i autoregresivnih integriranih pokretnih sredina (ARIMA).

6. Objasniti pojmove i svojstva diskretnih slucajnih Setnji i slucajnih
Setnji s normalno distribuiranim prirastima, sa i bez pomaka.

7. Objasniti osnovne pojmove vremenskih nizova u frekvencijskoj domeni.
8. Objasniti osnovne pojmove visedimenzionalnih vremenskih nizova.
9. Objasniti pojam kointegriranog vremenskog niza.

10. Pokazati da izvjesni jednodimenzionalni vremenski nizovi imaju Markovl-
jevo svojstvo i opisati kako preurediti jednodimenzionalni vremenski niz
u visedimenzionalni Markovljev model.

11. Skicirati proces identifikacije, procjene i dijagnoze vremenskih nizova,
kriterije za odabir medu modelima i dijagnosticki test koji se moze
primjeniti na ostatke vremenskog niza nakon procjene.

12. Objasniti osnovne pojmove modela prijenosne funkcije.
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13. Opisati ukratko druge nestacionarne, nelinearne modele vremenskih
nizova.

14. Opisati jednostavne primjene modela vremenskih nizova, ukljucujuci
slucajnu Setnju, autoregresivne i kointegrirane modele primjenjene na
investicijske varijable.

1 Svojstva jednodimenzionalnih vremenskih
nizova

Jednodimenzionalni vremenski niz (engl. univariate time series) je niz opazanja
{z,}N_,, svako zabiljezeno u pravilnim vremenskim intervalima ty, + nr,
n = 1,2,...,N. Na primjer, niz dnevnih zaklju¢nih cijena dionica, p,,
tvori vremenski niz gdje je 7 jedan (trzisni) dan, a t, dan prije nego sto
je zabiljezeno prvo opazanje. Niz mjesecnih iznosa inflacije tvori vremenski
niz gdje je 7 jedan mjesec. Karakteristicno obiljezje vremenskog niza je to
da je red opazanja vazan i nije nebitan kao kod slucajnog uzorka. Na prim-
jer, lista dnevnih povrata na FTSE 100 dionice nekog odredenog dana nije
vremenski niz, i red podataka u listi je irelevantan. U isto vrijeme, lista
vrijednosti od FTSE 100 indeksa uzeta nekog odredenog dana u razmacina
od jedne minute jeste vremenski niz, i uredaj podataka u listi je od najveceg
znacaja.

Toénu vrijednost k-tog opazanja xj, je u pravilu tesko predvidjeti u trenutku
biljezenja prethodnog opazanja. Zbog tog razloga se vremenski nizovi mod-
eliraju slucajnim procesima s diskretnim vremenom

{Xo o = {X1, Xo, ., X ), (1)

koji se takoder nazivaju i nizovima sluc¢ajnih varijabli. Odreden vremenski
niz (niz opazanja, ili podataka, {z,}_,) se tada interpretira kao realizacija
slucajnog procesa {X,}Y ;. U modernoj literaturi se termin vremenski niz
cesto koristi i za podatke, i za proces kojeg su ti podaci realizacija.

Cesto je pogodno koristiti opéenitije klase sluéajnih procesa nego one dane s
jednakosti (1). Modelirat ¢emo vremenski niz nizom slucajnih varijabli. To
moze biti bilo kona¢an niz slucajnih varijabli

{Xo}_s = {Xs, Xs11, X512, ..., X1},
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bilo jednostrano beskonacan niz slucajnih varijabli

{Xn};;o:S = {XS7 XS+17 XS+27 SR } )

bilo dvostrano beskonacan niz slucajnih varijabli
{Xn}zo:—oo = { .. ,X,Q,X,l, Xo, Xl, XQ, e } .

Postoje dva razloga za uvodenje beskona¢nih nizova slucajnih varijabli. Prvo,
ako je dan proizvoljan konacan vremenski niz, mozemo koristiti prikladan
dio beskonacnog niza kao model za taj niz. Na taj nacin mozemo koristiti
jedan beskonacan niz sluc¢ajnih varijabli za modeliranje vremenskih nizova
bilo koje duljine. Drugi razlog je da se nekim matematickim pojmovima, kao
konvergenciji prema ekvilibriju, moze dati precizno znacenje samo u slucaju
beskonacnog niza slucajnih varijabli.

Stacionarni ili 7(0) vremenski nizovi su opisani u sekciji 2. Njihovo dugoroéno
ponasanje se ne mijenja. Ako se drugi niz dobije sumiranjem uzastopnih
¢lanova 1(0) niza, rezultat je integrirani ili I(1) niz. Njegovo dugoroéno
ponasanje opc¢enito nije stacionarno, nego se mijenja s vremenom kako se
dodaje vise clanova. Njih ¢emo diskutirati u sekciji 4.

2 Stacionarni sluc¢ajni nizovi

Stacionarni i slabo stacionarni sluc¢ajni nizovi su definirani u poglavlju 2.
Teorija stacionarnih sluc¢ajnih procesa igra vaznu ulogu u teoriji vremenskih
nizova, jer se kalibracija modela vremenskih nizova (to jest, procjena vri-
jednosti parametara modela koristenjem povijesnih podataka) moze provesti
samo u slucaju stacionarnih vremenskih nizova. Nestacionarni vremenski ni-
zovi trebaju se transformirati u stacionarne, prije nego Sto se moze provesti
kalibracija.

Kovarijanca bilo kojeg para elemenata X, i X stacionarnog niza {X,,}°°
ovisi o r i s samo kroz razliku r — s. Zbog tog svojstva mozemo definirati

autokovarijacijsku funkciju y(h) stacionarnog sluc¢ajnog procesa { X}
kako slijedi

— 00

v(r —s) = cov(Xs, X;) = E(X X)) — E(X)E(X,).
Zajednicka varijanca elemenata stacionarnog procesa dana je sa

7(0) = E(X7) - E(X,).
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Autokorelacijska funkcija stacionarnog procesa definira se sa

_7(n)

= 50)

Primjer. Jednostavna familija slabo stacionarnih procesa su procesi bijelog
Suma. Slucajni proces {e,}>2 __ je bijeli Sum, ako je E(e,) = p za svaki n, i

0? akojeh=0
v(h) = cov(en, enin) = { 0 inace

U slucaju p = 0, bijeli sSum {e,}>° ___ se zove centrirani bijeli Sum (engl.
zero-mean white noise). Vazan predstavnik procesa bijelog Suma je niz neza-
visnih jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli sa zajednickim ocekivanjem
i varijancom o2,

Pojam nenegativno definitne funkcije igra vaznu ulogu u teoriji vremenskih
nizova. Funkcija f(k) definirana na cjelobrojnim vrijednostima k zove se
nenegativno definitna, ako za svaki skup realnih brojeva ay, as, ..., ay,, i bilo

koji skup cijelih brojeva ky, ks, ..., k,, funkcija zadovoljava
ZZ ijOélf(kj — kl) 2 0.
j=1 I=1

Sljedeca svojstva su posljedica definicije autokovarijacijske funkcije.
Rezultat 2.1.
Autokovarijacijska funkcija y(n) stacionarnog slu¢ajnog procesa je:

(a) parna funkcija, to jest, y(n) = y(—n);
(b) nenegativno definitna funkcija.

Dokaz. Bududi da autokovarijacijska funkcija v(n) = cov(X;, Xj1,) ne ovisi
o [, uo¢imo da imamo

y(n) = cov(Xi_n, Xi_nin) = cov(X;_n, X;) = cov(X;, X)) = y(—n).

Stoga je autokovarijacijska funkcija parna funkcija.
Za dokaz druge tvrdnje propozicije, promotrimo proizvoljan konacan skup
realnih brojeva aq, s, ..., a,, i bilo koji skup cijelih brojeva ki, ko, ..., k,.
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Oznac¢imo p = E(X}). Ocekivana vrijednost nenegativne slucajne varijable
je nenegativna. Zato

n 2
E ZO&Z<X;€1—M)] >0.
=1

S druge strane

> (X, - M)] =E

= 3> s B[(Xp — ) (Xe, — )] = D> onay(k — ky).

=1 j=1 =1 j=1

E

Xy —p) > (X, —p)
=1 =1

Stoga je autokovarijacijska funkcija zaista nenegativno definitna.
Druga vazna karakteristika stacionarnog slucajnog procesa je parcijalna au-
tokorelacijska funkcija {¢(k)}52, definirana sa

_det Py

¢<k) N det Pk '

gdje je P, k x k autokorelacijska matrica

1 P1 P2 Pk-1
P1 1 p1 o Pr—2
P, = P2 P L pres
Pk—1 Pr—2 Pr-3 - 1

to jest, Pe = {pi; iy 1, gdje je pij = pli—ji, a Py je Pr u kojoj je zadnji
stupac zamijenjen sa (py, pa, ..., px)’. Na primjer, ¢(1) = py, i

det( 1 ’01) 5
PL P2 ) p2—P1

2) = = )
p1 1

Analiticko racunanje determinante u definiciji parcijalne autokorelacijske funkcije
je Cesto tesko. Unatoc tome, parcijalna autokorelacijska funkcija ¢(k) = ¢k
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moze se racunati rekurzivno iz relacija

p1 akoje k=1
¢k,k = Pe=F 1 bk 1mPr—n . _
S P akoje k=2,3,...,
1 Orn = Or—1m — P hOh—1k-—n, zan=12... k-1

Jedan od glavnih problema u teoriji vremenskih nizova je pronac¢i model kojeg
je dani vremenski niz {z1, zs, ..., x,} vjerojatna realizacija. lako je potpuna
specifikacija takvog modela delikatan problem, neke vazne karakteristike se
mogu procijeniti koristenjem sljede¢ih standardnih recepata. Zajednicko
ocekivanje (ili sredina) stacionarnog modela moze se procijeniti koristenjem

ocekivanja uzorka
1 L

Autokovarijacijska funkcija v(k) moze se procijeniti koristenjem autokovari-

jacije uzorka
T

== > (w1 — )@k — ).
I=k+1
Autokorelacijska funkcija pp moze se procijeniti koristenjem
Vi
T = —.
Yo

Parcijalna autokorelacijska funkcija moze se procijeniti koristenjem

A det P
o(k) = E
det Pk

gdje su P, i ]5,;? iste matrice kao P i P} ali u kojima su p;, zamijenjeni svojim
procjeniteljima 7.

3 Filtriranje vremenskih nizova

Operacije na vremenskom nizu {x, }°° _ (ulazni vremenski niz) se ponekad
zovu filtriranje. Stvaranje novog vremenskog niza {y,}>° _ (izlazni vremen-
ski niz) koristenjem linearnih tezinskih suma y, = Y - ap®,_j je prim-
jena linearnog filtera, gdje se tezine {a;}72 . identificiraju s filterom. Cilj
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filtriranja je modifikacija podataka (ulaznog niza) da bi se ispunili odredeni
ciljevi, ili da bi se razotkrila specificna obiljezja podataka. Vazan predmet
je konstrukcija linearnih filtera za specijalne svrhe koji mogu ispuniti te cil-
jeve. Na primjer, vazan problem u analizi ekonomskih vremenskih nizova je
otkrivanje, izolacija i otklanjanje deterministickog trenda.

U praksi, filtrirani vremenski niz je kona¢an niz {z,}_,, filter {a,}3
sadrzi samo konacan (i relativno mali u usporedbi s N) broj komponenata
razlic¢itih od nule, ap = 0 za k > t i k < s. Novo stvoren vremenski niz
{y.}0=2% 1 je kradi od originalnog.

Apsolutno sumabilan vremenski niz {z,}°2 __ (to jest vremenski niz sa svo-
jstvom > 2 |x,| < oo ) moze se reprezentirati u obliku

Ty = / " e f () du

gdje je
- .
flw)=— Z rre k.
2 =

Ako se vremenski niz {z, }°° __ koristi kao ulaz za filter {ax}32 __, tada su
elementi izlaznog vremenskog niza dani s

Yn = Z ApTp_f = Z ape™ "0 (W) dw = / ™ A(w) f(w) dw
k=—o0 T k= -
(2)
gdje je
Alw) = Z ape” ke
k=—0o0

Funkcija A(w) zove se prijenosna funkcija linearnog filtera {ax}3> . Pri-
jenosna funkcija A(w) u potpunosti karakterizira filter {ax}3> . Zaista,
ako znamo prijenosnu funkciju filtera, tada mozemo naci izlazni niz koristeci
jednakost (2) Stovise, filtrirane tezine su jedinstveno odredene prijenosnom
funkcijom pomocu izraza

1 s

= — | e“fA(w)dw, k=0,+1,+2,....
2 J_ .

ay

Primjer 3.1.

(© Faculty and Institute of Actuaries Poglavlje 5, stranica 7



Predmet 103 Analiza vremenskih nizova 2000

Narocito jednostavan primjer je filter potpunog odgadanja (engl. perfect
delay). Promotrimo vremenski nix {x,}2° . Vremenski niz odgoden za
period 7 je vremenski niz {y,}5° s komponentama y, = x,_,. Filter
{ay}>,, definiran je sa

—00

{1 ako je k =T,
ap =

0 inace.

Prijenosna funkcija A(w) potpunog odgadanja dana je s A(w) = e™™7.
Primjer 3.2.

Drugi jednostavan primjer linearnog filtera je centrirana pokretna sredina
(engl. moving average). Filter je definiran s

_1 —

4 = 20 za q<k<gq, (3)
0 1inace.

Taj filter transformira vremenski niz {x,}>_ u vremenski niz {w,}>_ s

komponentama

Moze se koristiti za odvajanje linearnog trenda od stacionarne komponente
sluc¢ajnog procesa {X,,}° Zaista, pretpostavimo da je

X,=an+b+Y,,

gdje suaibkonstante, a {Y,,}°°_ jestacionaran slu¢ajan proces (s o¢ekivanjem
nula). Nakon filtriranja dobivamo

1 g 1 g 1 I
= —k b Yni == b Yn, .
2 + 1 D laln >+]+2q+1z k= ant +2q—|—1z F

k:—q k:—q k:_q

n

Ako su slu¢ajne varijable Y,, nekorelirane, tada se veli¢ina ¢lana

(mjerana po standardnoj devijaciji) reducira za faktor (2¢ 4+ 1)7'/2 u us-

poredbisY,,. Stoga filter (3) prigusuje brzo mjenjajuéu komponentu {Y, }
i propusta bez iskrivljenja sporo mjenjajuéi linearni trend.

o0
n=—oo
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Prijenosna funkcija A(w) filtera (3) dana je s

M) 3o L L€ 1 sinfelg+ )
w) = e = . = .
= 2q+1 2¢g+1 1—ew 2q+1 sin(%w)

Linearni filter je rekurzivan ako vrijednost izlaznog niza u trenutku t = n
ovisi linearno o fiksnom broju proslih ulaznih i izlaznih vremenskih nizova.
Na primjer, relacija

p q

Yn = Z apYn—k + Z b Tr—i ,
k=0

k=1

definira rekurzivan filter. Da bi se pronasla prijenosna funkcija rekurzivnog
filtera, potrebno je prvo izraziti vrijednosti izlaznog vremenskog niza potpuno
pomocu ulaznog vremenskog niza. Taj izraz definira tezine konvencionalnog
(nerekurzivnog) filtera ekvivalentnog rekurzivnom filteru. Nakon toga, pri-
jenosna funkcija ra¢una se koristenjem tezina ekvivalentnog konvencionalnog
filtera.

Primjer 3.3.

Jednostavan primjer rekurzivnog filtera je filter eksponencijalnog izgladivanja
definiran relacijom

Yn = QYn—1 + (1 - (I)Z’n .

Ekvivalentan konvencionalni filter postoji ako je |a| < 1, i dan je s
Yo = (1 —a) Z a* g
k=0

Prijenosna funkcija A(w) filtera eksponencijalnog izgladivanja dana je s
~l—-a
1l —aeiw’

Aw)

4 Operator pomaka unatrag B, operator difer-
enciranja unatrag V, i karakteristicna jed-
nadzba vremenskog niza

Promotrimo vremenski niz

r = {zn}zo:_m = { <y X2, T-1,T0, L1, T2, - - - } .
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Operator pomaka unatrag (engl. backward shift operator) B primjenjen na
vremenski niz « proizvodi novi vremenski niz {y,}>°__ = Bz, takav da
je Yn = Tp_1. To jest, n-ti element od {y,}>° _ podudara se s (n — 1)-
vim elementom od {x,}> . Cesto se operator pomaka unatrag formalno
primjenjuje na elemente vremenskog niza {z,}>2___, tako da mozemo vidjeti

nesto poput )
{yn}%o:_oo = { L Y-2, Y-1, Yo, Y1, Y2, }
= B {, T_9, Tr_1, Zo, Xy, T, } (4)
= {, B,CE_Q, Bx_l, B,To, B.Tl, B.TQ, }
= {7 T3, T2, T—1, 2o, L1, }

ili u sazetom obliku, y, = Bz, = z,_1. lako je gornja sazeta notacija vrlo
prikladna, treba uvijek drzati na umu da je to samo skracenje za {y, }>>__ =
Bx. Na primjer, u slucaju vremenskog niza sa

$,3:4,l’,2:5,$,1 :3,1'0:5,371:1, 1.1’2:5,

zadnja tri reda jednadzbe (4) izgledaju

B {., 5 3 5 1, 5 ..}
= {..., B5, B3, B5, Bl, B5 ...}
= {.., 4, 5 3 5 1, ..}

Prema tome, uzeta doslovce, relacija Bx, = x,_1 daje, ponesto zbunjujuce,
da je B5 ponekad jednako 4, ponekad 3, a nekad opet 1. Takoder kratica
Bz, = x,_; sugerira da operator B pomice niz x unatrag (otud ime operator
pomaka unatrag), dok pogled na jednadzbu (4) pokazuje da je u stvari niz x
pomaknut unaprijed.

Operator B je linearan operator, $to znaci

B(onx + asz) = ey Bx + asBz.

Produkt dva operatora AC' je definiran kao uzastopno djelovanje operatora C'
i A (operator C djeluje prvi). Kvadrat operatora B, u oznaci B?, je produkt
dva operator B, to jest B> = BB. Prema tome, vremenski niz z = B2z je
vremenski niz s elementima

{“'7 £-2, R—1; 205 21, 22, }
= B(Bzx) =B {..., x5, 5 x4, Ty, T1, ...}
{"'7 Ty, T3, T2, T_1, Lo, }
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ili u sazetom obliku, z, = B%z, = x,_». Vise potencije od B se definiraju
analogno. Operator B je jednak operatoru identitete, B = I. On ostavlja
svaki vremenski niz nepromjenjenim, B = z, ili formalno Bz, = x,,.
Operator diferenciranja unatrag primjenjen na vremenski niz = {z, }°°_
daje novi vremenski niz

Y={Yntnt-o=Vr=(1-DB)z

tako da je y, = x, — x,_1. Operator V cesto se formalno primjenjuje na
elemente niza z, i prikladna kratka notacija je y, = Vz, = x, — x,_1.
Operator V je linearan

V(aix + azz) = a;Vr + aaVz.

k-ta potencija operatora V, u oznaci V¥, definirana je kao produkt od k
operatora V, to jest, kao uzastopna primjena k operatora V. Na primjer

Viz = VVVz = V(V(V2))),
tako da je n-ti element niza y = V3z dan s

Yo = V(V(Vz,))=V(V(r,—2,1)) =V (Vx, —Vr, 1)
- V(l‘n —Tp_1 — Tp_1+ xn—2) - V(.Tn - 21;71—1 + xn—Q)

Tn — 33:7171 + 31’7172 — Tp-3-
Promotrimo vremenski niz s rekurzivno definiranim elementima
Ty — QUTp_] — Qoly_9 — ** — QpTp_p = €p , (5)

gdje je {e,}>2 . dani niz brojeva, na primjer realizacija bijelog suma. Ko-
riste¢i operator pomaka unatrag zadnju jednakost mozemo zapisati kao

x, — a1 Bx, — asB%x, — - - - a, Bz, =e,,

ili
(1—a1B—ayB*— -+ —a,B")z, = ¢,.

Uvedemo li polinom
dN) =1 —agh — agh? — - — NP
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dobijemo
o(B)x, = e, .

Polinom ¢(\) zove se karakteristicni polinom vremenskog niza (5). Anal-
iza vremenskog niza (5) se znacajno pojednostavljuje, ako se polinom ¢(\)
faktorizira, to jest napise u obliku

o=(-3) (-3 (-3)

gdje su Ap, Ag, ..., A, korijeni jednadzbe ¢(A) = 0. Zbog tog razloga jed-
nadzba ¢(\) = 0 igra vaznu ulogu i poznata je kao karakteristicna jednadzba
vremenskog niza (5). Korijeni Aj, Ag, ..., \, se odgovarajuée zovu korijeni
karakteristicne jednadzbe.

5 Glavni linearni modeli vremenskih nizova

Glavni linearni modeli vremenskih nizova su:
e Autoregresivni model (AR)
e Model pokretnih sredina (MA)
e Autoregresivni model s ostacima pokretnih sredina (ARMA)
e Autoregresivni integrirani model s ostacima pokretnih sredina (ARIMA)

Autoregresivni model

Definicija 5.1.

Autoregresivni proces reda p (uobic¢ajena oznaka je AR(p)) je niz slucajnih
varijabli { X, }22 . uzastopno definiranih pravilom

Xp=p+ar(Xna—p)+aa(Xno—p)+ - +op(Xnp—p)+en, (6)

gdje je {e,}>° _ centriran bijeli Sum.

Koristenjem operator pomaka unatrag, jednadzbu (6) mozemo zapisati kao

¢(B)(Xn — ) = €,

gdje je p(N) =1 — a; A — aA? — - - — @, AP polinom stupnja p.
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Za potpuno specificiranje AR(p) modela moramo specificirati p pocetnih
uvjeta X, p, Xs_pi1,..., Xs_1, koji mogu biti bilo slucajne varijable, bilo re-
alni brojevi (slucajne varijable s degeneriranom distribucijom). Nakon toga
se distribucija bilo koje slucajne varijable X,,, n > s, moze naci koristenjem
jednadzbe (6), pocetnih uvjeta, i distribucije bijelog Suma.

Najjednostavniji autoregresivni proces je autoregresivni proces prvog reda
AR(1). Definiran je pomocu

Xp=p+a(X,1—p)+e, 7)
Xsr=x+p

gdje je {e,}° . niz nezavisnih normalnih sluc¢ajnih varijabli s o¢ekivanjem

nula i varijancom o?.
Rezultat 5.1.

Neka je {X,,}22 . AR(1) slucajni proces definiran formulom (7). Tada je

—0o0

n—s
X, =p+a" e+ g "oy, zan=ss+1,...,
1=0

E(Xn) — M+Oén_5+11}7

1 — aQ(n—s—l—l)
X, X)) = alflg?
cov( Xy, Xpik) = a¥lo T

Dokaz.
Po definiciji (7) imamo

Xy = p+axr+es,
Xey1 = p+o(Xy—p)+eoq = p+ o’z + aes + ey,
Xepo = p+a(Xepr —p) +eepo =+ s+ a’e, + aegiq + egys.

Mozemo nastaviti na isti nacin, ali je op¢a shema veé jasna, te mozemo
napisati

k
_ k+1 !
Xepp=p+a " r+ E (T
1=0
ili
k
k1 k-1
Xepp=p+o" o+ E Q" Tesy -
1=0

(© Faculty and Institute of Actuaries Poglavlje 5, stranica 13



Predmet 103 Analiza vremenskih nizova 2000

Ekvivalentno,

n—s

Xn = Xs+n_s = p+ Oén_s—l—lx + Z alen—l
1=0
ili
X, = X5+n—s =+ a5ty + Z a/n—s—les_H.
1=0

Izraz za ocekivanu vrijednost slucajne varijable X, slijedi odmah, budu¢i da
je E(e,) = 0 za svaki n. Kovarijanca od X,, i X, se racuna kako slijedi.
Promotrimo prvo slucéaj k£ > 0. Imamo

n—s n+k—s

COV(Xn, Xn+k) = E (Z Oénis*lesﬂ Z OénJrka@erf)
=0 f=0

2(n—s+1)

n—s 1—a
_ 0_2 E :a2(n—s—l)+k _ Oék0'2 .

1 -«
=0

U slucaju k£ < 0 analogni racun daje

cov(X,, Xnik) = a

Spajanjem rezultat dobivenih za slucajeve k < 01 k > 0 dolazimo do

_ . 2(n—s+1)
cov( Xy, Xpik) = al¥lg? L 104_ =

Tvrdnja Rezultata 5.1. jasno kaze da sluc¢ajni proces AR(1) s poCetnim uvje-
tom X1 = x + p nije stacionaran proces. Zaista, niti je E(X,,) konstanta,
niti je cov(X,, X,y1) nezavisna od n. Medutim, stacionarnost je narusena
samo zbog prisutnosti ¢lana o™t koji postaje is¢ezavajuée mali ako je
la] < 11n —s dovoljno velik. Prema tome, za |a| < 1 sluc¢ajni proces je
primjetno nestacionaran samo u pocetnoj fazi evolucije (male vrijednosti od
n — s), i postaje prakticki stacionaran u ekvilibriju (velike vrijednosti od
n — s). Taj tip nestacionarnosti se ponekad zove prolazna (engl. transient)
nestacionarnost. Slucajne procese koji pokazuju prolaznu nestacionarnost
moguce je tretirati kao stacionarne, uz uvjet da je proces zapoceo dovoljno
daleko u proslosti.
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Ako uzmemo limes kada s — —oo, to jest, ako promatramo sluc¢ajni proces
koji je poceo s istim pocetnim uvjetom X, ; = x + p ali davno, tada za
|a] < 1 dobijemo

X, =p+ Z ale, ;. (8)
1=0

Kratki racun analogan onom iz dokaza Rezultata 5.1 pokazuje da slucajni
proces { X, }>2 __ definiran jednadzbom (8) ima konstantno ocekivanje

E(-Xn) =K
i kovarijancu
alFl g2
1—a2’

Stoga je slu¢ajan proces (8) stacionaran u slabom smislu. Autokorelacijska
funkcija procesa je dana s

cov(Xp, Xpik) =

or =k =0,41,42, ... .
Parcijalna autokorelacijska funkcija ¢(k) dana je s

2 2
o) =p =0, 9(2) =T =0.
U stvari, ¢(k) = 0 za sve k > 2. Zaista, za k > 2 prvi i zadnji stupac
matrice P su linearno zavisni. Naime, zadnji stupac jednak je prvom stupcu
pomnozenom s «. Determinanta matrice koja sadrzi linearno zavisne stupce
je nula. Stoga, ¢(k) =det P/ det P, =0 za k > 2.

Drugi nac¢in kako uc¢initi AR(1) proces istinski stacionarnim je zapoceti pro-
ces iz “ekvilibrijskog” pocetnog uvjeta. Svaka slucajna varijabla stacionarnog
AR(1) procesa (8) je normalna slu¢ajna varijabla s ocekivanjem g i varijan-
com 02/(1 — a?). Promotrimo AR(1) proces definiran s

X,=p+a(X,1—pn)+e,
{ Xs1= N(IU/7 I/) <9)

gdje je {e,}°°, niz nezavisnih normalnih slu¢ajnih varijabli s ocekivanjem
nula i varijancom o2, a N(u,v) je normalna slucajna varijabla s ocekivanjem
p i varijancom v = 02/(1 — a?), nezavisna od {e,}°° .. Racuni analogni
onima iz dokaza Rezultata 5.1 pokazuju da je AR(1) proces (9) stacionaran.
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Kompliciraniji model vremenskog niza je slu¢ajni proces AR(2) definiran sa

Xp =0 X1 + 00X 9+ ey,
Xsf2 =X (10)
Xs—l =Y,

gdje je {e,}°° _ niz nezavisnih normalnih slucajnih varijabli s ocekivanjem
nula i varijancom o2

Rezultat 5.2.

Neka je {X,,}22 . slucajni proces AR(2) definiran jednadzbom (10). Tada

¢g—s+2 _ 11—5—&—2 ;L—s—i—l _ ?—s—&—l n—s 129+1 _ wlf+1
X, = —x + e —0 .
e — 1y Vatr Py — Py ; o — Uy g
zan=s,s+1,...,
n—s+2 _ /n—s+2 n—s+1 _ jn—s+1
E Xn — 2 1 — 2 1 ’
o) =0 L TS
i
0.2 |k[+1 i 1— 2(n—s+1) 1— nferl-
COV(Xn7 Xn+k) _ ¢1 . 1P1 1/)1 . o ¢2 (¢1¢2)
(Y2 —1)* | 1=y L—ithy ]
k n—s n—st1 ]
1 02¢‘2 - %1 - 1/’3( o — by 1 — (rthy)" !
We—o? |7 13 L=l |

gdje je 11 = 1/Aq, o = 1/Xg, a A, A2 su korijeni karakteristicne jednadzbe
1-— Ckl)\ — CYQ)\2 =0.

Dokaz.

Upotrebom operatora pomaka unatrag B, relaciju

Xn =1 Xp 1+ Xy o+e,,
mozemo zapisati u obliku
(1—a1B—aB)X, =e,.

Takoder mozemo faktorizirati polinom ¢(\) = 1 — ay A — ax\? kako slijedi

w-(-2)(-2)
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o1 ar \? 1
Mg =——+4/(— —
127 2a (6] (20&2) +0z2

korijeni karakteristicne jednadzbe 1 — a3 A — apA? = 0. Stoga je ¢(B)X,, = e,
ekvivalentno sa

gdje su

(1= ¢nB)(1 = 12B)X, = e,
Oznac¢imo 1i Y,, = (1 — 99 B)X,,, tada se AR(2) proces (10) “dijeli” na dva
AR(1) procesa
{ Y, =U"1Ye 1 +ep,
}/s—l =Y - w2x7

Xn - ¢2Xn—1 + Yn;
Xs—l =Y.

Koristenjem Rezultata 5.1 dobivamo eksplicitne izraze za te procese

Y wn s+1 + an 5— keerk (11)
1
Xo =y Ty + ) Y, (12)

Uvrstimo li jednadzbu (11) u (12) dobivamo eksplicitni izraz za slucajnu
varijablu X,, pomoc¢u pocetnih uvjeta i bijelog suma:

l
X =ty v S (5 + e e,
k=0

=0

Zamjenom redoslijeda sumacije po [ i k dobivamo

l n—s n—s
X = 6=y + (y — o) wz(j—) £ ew Sup ettt
=0 k=0 =k

Sumiranjem geometrijskog reda dobivamo

ngerQ o {L*S+2 ngerl o {L*L‘H*l n—s §+1 o lf+1
X, =y — w1y + en—t -
" " " Ly
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Racunanje ocekivanja je direktno, dok je racunanje kovarijacijske funkcije
analogno onom iz dokaza Rezultata 5.1.

Model pokretnih sredina

Definicija 5.2

Proces pokretnih sredina reda p (Gesto se koristi oznaka MA(p)) je niz slucajnih
varijabli { X, }22 _  definiran s

Xp=p+e,+ae, 1+ aep o+ -+ apeny (13)

gdje je {e,}>2___ centriran bijeli Sum s varijancom 2.

Koristenjem operatora pomaka unatrag B, jednadzbu (13) mozemo zapisati
u obliku
X, =pn+0(B)e,,

gdje je 0(z) = 1 + ayz + apx® + - -+ 4+ a,a? polinom p-tog stupnja.
Realizacija slucajnih varijabli {X,})_, je niz opazanja {z,})_,. S druge
strane, realizacija bijelog suma {e, }_; se ¢esto ne moZe neposredno opaZati.
Ipak, ako su korijeni polinoma 6(x) veéi od 1 po apsolutnoj vrijednosti, tada
je moguce procijeniti vrijednosti od {e, }V_, iz realizacije {z,}Y_;.
Definicija 5.3.

MA (p) proces zove se invertibilan, ako je p korijena jednadzbe 6(x) = 0 vece
od jedan po apsolutnoj vrijednosti, |zy| > 1za k=1,2,...,p.

U slu¢aju MA(1) procesa imamo e, = —p — a1€,_1 +,. Koristenjem Rezul-
tata 5.1 dobivamo

n—1
en = —p+ (—on)"eo + 3 _(—on) wn s
f=0
Iz tog izraza jos uvijek ne mozemo tocno nadi vrijednostiod e,,, n = 1,2,..., N,

bududi da je eg nepoznat. Medutim, ako je MA(1) proces invertibilan, to jest,
ako je |a1| < 1, tada to¢na vrijednost od ey nije jako vazna, buduéi da se
moze ocCekivati (—ay)™ey = 0 za dovoljno velike n. Stoga je aproksimacija

n—1
en R —+ Z(—al)fxn_f :
=0

prilicno toéna ako je |ag| < 1. Situacija je radikalno drugacija ako MA(1)
proces nije invertibilan, to jest, ako je |a;| > 1. U tom slucaju je velic¢ina
¢lana (—aq)™ep usporediva s veli¢inom od Z’;;é(—al)fxn_f.
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Rezultat 5.3.
Slucajni proces MA(p) je stacionaran u slabom smislu. Zajednicko ocekivanje
dano je s E(X,,) = u, a autokovarijacijska funkcija dana je s

2 Pk ko ie |k| <
k) — o leo alal+|k|7 ako je ‘ ’ >p 14
v(k) { 0, ako je |k| > p )

gdje je ap = 1.

Dokaz.

Ocekivana vrijednost svake slucajne varijable X, je u, bududéi da je {e, }>°
centriran bijeli sum. Autokovarijacijska funkcija se racuna kako slijedi. Pro-
motrimo prvo slucaj k£ > 0. Imamo

() ()]

(k) =E

Ako je k > p dobivamo

p p p p
V() =D ewafE(en ienikg) = aarE(en1)E(entr—y) =0,
=0 f=0 1=0 f=0
buduéi da je {e,}>2 . centriran bijeli sum. U slucaju 0 < k < p dobivamo
P p—k
0 = 2| (Son) (£ armens )|
1=0 f=—k
p—k p—k
= OélOéH_kE(ﬁ’i_l) = 0'2 Z (07107N "N (15)

l =0

Il
=)

Isti racun u slucaju k£ < 0 daje

v(k) = o? Z Qi
1=0

ako je k > —p, 1 v(k) = 0 ako je k < —p. Iz gornjeg dobivamo (14). Prema
tome, slucajne varijable X,, imaju konac¢ne druge momente

p
E(X2) =@ +7(0) = > +0° Y af.
=0
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Stovise, ocekivanje E(X,) = u i autokovarijance cov(X,, X,.x) = (k) ne
ovise n. Prema tome, slucajni proces {X,}32 __ je stacionaran u slabom
smislu.
Neposredna posljedica Rezultata 5.3 je sljedeéi izraz za autokorelacijsku
funkciju.
=kl o
o= T ) SRS ako je [k < p,
7(0) 0 ako je |k| > p.

Za jednostavne slucajeve od MA(p) moguce je eksplicitno izracunati parci-
jalnu autokorelacijsku funkciju. Promotrimo slucajni proces MA(1). Au-
tokorelacijska funkcija dana je s

1, akojek =0,
Pr = 11;%, ako je k=1,

0, ako je k> 2.

Prema tome su k x k matrice Py i P dane s

1 pp 0 -~ 0 O 1 pr 0 -« 0 m

pr 1 p 0 0 pm 1 p 0 0
. P1

0 0 1 o;m 0 0 po 10

Izracun determinante det P je direktan

k
Q7

det P]: = (—1)k+1m .
1

Izracun determinante det P, zahtijeva vise truda. Preskocit ¢emo racune i
samo napisati rezultat:

2(k+1
| = 20D

det P. = .
ST A=) (1 + a2k

Stoga je parcijalna autokorelacijska funkcija slu¢ajnog procesa MA(1) dana
s

(1 —af)oy

(k+1)

o(k) = (1)

2
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Autoregresivni model s ostacima pokretnih sredina

Definicija 5.4.

Centriran autoregresivni proces s ostacima pokretnih sredina je niz sluc¢ajnih
varijabli {X,,}22 . definiran relacijom

Xp=o X1+ X, o+ -+, X, pte, Fbiep_1 +beey o+ -+ bgen_g
(16)
gdje je {en}o2 . centriran bijeli Sum. Notacija ARMA(p, q) se ¢esto upotre-
bljava za takve slucajne procese.
Koristenjem operatora pomaka unatrag B gornju definiciju mozemo zapisati
u kompaktnom obliku
6(B) X, = 6(B)en

gdje su
p(z) =1 —a1x — apr® — -+ — apa?,

9(.:15):1+b1x+ng2—|—---+quq,

polinomi stupnja p, odnosno stupnja g. ARMA(p, q) model s o¢ekivanjem p
definiran je s

¢(B)(X,, — p) = 0(B)ey, .

Analogno kao kod AR(p) modela, za potpunu definiciju ARMA(p, ¢) modela

trebamo specificirati p pocetnih uvjeta X, Xs pi1,..., Xs-1.

Najjednostavniji primjer ARMA(p, ¢) modela je ARMA(1, 1) model definiran

S

X, =p+ (X, 1 —pn)+ e, +be, (a7
)(3—1:: M'+’$,

gdje je {e, }°° . niz nezavisnih normalnih varijabli sa zajednickim ocekivanjem
i varijancom o2. Dokaz sljedeée propozicije analogan je dokazu Rezultata
5.1. Dokaz tog rezultata izlazi van okvira predavanja.

Rezultat 5.4.

Neka je {X,,}22 ., ARMA(1,1) proces definiran jednadzbom (17). Tada je

—s—1

n—s—k
E o es+k'+'en
k=0

n

b
Xo = g+ a" e o e, + (1 + ‘)
8]

E(Xn) =+ Q" a" fbeg_q,
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2

12

Var(X,,) [1 +2ab + b — [o(b® + 1) + 2b]a2(nfs)+1] '
Zal #0,

9 Oém_l
cov(Xy, Xn) =0 o

[(1+ ab)(a +b) — [(b® + 1) + 2b]a*=*D] .

ARMA(p, q¢) modeli nasljeduju mnoga svojstva AR(p) modela. Na primjer,
analogno AR(1) modelu, ARMA(1,1) model je nestacionaran. Medutim,
nestacionarnost je samo prolaznog tipa ako je |a| < 1. U slucaju |a| < 1,
uzimanjem limesa s — —oo, dobivamo stacionaran ARMA(1,1) proces

b o
X, =p+ <1+a) Zaken_k—i—en.
k=1

Autokovarijacijska funkcija tog procesa dana je s

o[ =0
UQQ\Z|—1(1+?E)ég+b), zal+#0,

a autokorelacijska funkcija je dana s
(1) = 1 zal=20
pY) = a'”‘1% zal#0.

Autoregresivni integrirani model s ostacima pokretnih sredina
Promotrimo ARMA (p, ¢) model

¢(B)(Yn — p) = 0(B)en ,
gdje su
p(z) =1 —x — agr® — -+ — apa?,

O(z) = 1+ byz + box® + -+ + by,

polinomi stupnja p, odnosno stupnja ¢q. Pretpostavimo da su svi korijeni
T1, T2, ..., T, jednadzbe ¢(x) = 0 vedi od 1 po apsolutnoj vrijednosti, |zx| >
1,zasve k=1,2,...,p.

Definicija 5.5
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Autoregresivni integrirani proces s ostacima pokretnih sredina (engl. autore-
gressive integrated process with moving average residuals) je niz slucajnih
varijabli { X, }°° __ definiran relacijom

$(B)(1 = B)" (X, — p) = 0(B)en.

Za takav slucajni proces se ¢esto upotrebljava notacija ARIMA(p,d, q).
Uocite da su ARMA(p, q) slucajni proces {Y,}°22___ 1 ARIMA(p, d, q) slucajni
proces {X,}>° __ povezani s

n=—oo

—0Q0

(1-B)YX,=Y,, zan=s+d,s+d+1,....

Neka je {Y,,}5° _ stacionaran ARMA(p, q) slucajni proces s o¢ekivanjem p
i varijancom ¢2. Komponente ARIMA(p, 1, q) slucajnog procesa {X,, }>>
zadovoljavaju X, — X,,_1 = Y,,. Stoga je

— 00

Xn:x_l'nzfn)
=1

gdje je Xy = x pocetni uvjet. Koristenjem zadnje relacije nalazimo

E(X,) = o+ (n — s)u,

iza h >0,
n—s n+h—s
cov(Xy, Xpyn) = E Z(Y;’H — 1) Z (Yere — 1)
=1 k=1
n—s n+h—s n+h—s—1
= doak=D= Y wHealf),
I=1 k=1 f=s+1-n
gdje je
f+n—s), ras+1—n<f<-—1,
ealf) =4 (n—s), 2 0< f<h,

(n+h—s)—f zah+1<f<n+h—-s—1.

Slucajni proces ARIMA(p, d, q) je nestacionaran proces ako je d > 1. Takoder
se moze oznacavati kao I(d) niz.
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6 Diskretne slucajne sSetnje, i slucajne sSetnje
s normalno distribuiranim prirastima

Diskretne sluc¢ajne Setnje razmatrane su u Poglavlju 3. Ako slucajne vari-
jable X} (prirasti) u definiciji slu¢ajne Setnje imaju neprekidnu distribuciju,
tada se slucajna Setnja zove neprekidna. Veéina kvalitativnih rezultata koji
vrijede za diskretne Setnje imaju analogije za neprekidne Setnje. Vazan prim-
jer neprekidne slucajne Setnje je slucajna setnja s normalno distribuiranim
prirastima. To je niz slucajnih varijabli

Sn = Z Xk )
k=1
gdje su slucajne varijable Xj nezavisne i imaju zajednicku gustoéu

flx) = \/%exp {—%} :

Distribuciju slucajne varijable S,, - lokacija Cestica nakon n koraka - nije
tesko pronac¢i. Promatrajmo dvije nezavisne slucajne varijable X i Y s
ocekivanjima gy, odnosno pp, i varijancama o?, odnosno o3. Zbroj X +Y
je normalna sluc¢ajna varijabla s otekivanjem pu; + po i varijancom o? +
o3. Koristedi taj rezultat vise puta zakljucujemo da slucajna varijabla S,
ima normalnu distribuciju s o¢ekivanjem ngu i varijancom no?, ekvivalentno

ARIMA(0, 1, 0) nizu, najjednostavnijem obliku /(1) niza.

7 Analiza vremenskih nizova u “frekvencijskoj
domeni”

Promotrimo slabo stacionaran model vremenskog niza {X,}> . Autoko-
varijacijska funkcija

v(h) = E(XpnXn) — E(Xp0)E(X5)

o0

ne oo D€ OVISL O 7.

stacionarnog niza {X,}
Rezultat 7.1.
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Neka je autokovarijacijska funkcija v(h) apsolutno sumabilna, to jest,
Y ore (k)| < co. Tada se funkcija v(h) moze predstaviti u obliku

2 (h) = / " () dw (18)

gdje je

f@) == 5 emay(n), (19)

parna nenegativna funkcija, i
/ F(w) dw = (0) = Var(X,)

Definicija 7.1

Funkcija f(w) u reprezentaciji (18) zove se spektralna gustoéa kovarijacijske
funkcije y(h). Ponekad se funkcija f(w) naziva i spektralnom gusto¢om mod-
ela vremenskog niza {X,,}°° .
Kao sto ¢e biti jasno iz sljede¢eg primjera, uvjet apsolutne sumabilnosti au-
tokovarijacijske funkcije vazan je za postojanje neprekidne spektralne gustoce.

Primjer 7.1.

Promotrimo model vremenskog niza

M
X, = Z[Aj cos(wjn) + Bjsin(w;n)], (20)

5=0
gdjesu A; i B;, j =0,1,..., M, nezavisne slucajne varijable s ocekivanjem

nula i varijancama

Var(A;) = Var(B;) = o7

]’ j:0717""M7
igdje suw; € [—m,m, j =0,1,..., M, razlicite “frekvencije”. Autokovari-
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jacijska funkcija tog vremenskog niza dana je s

(h) = E(XpnXn)
= E Z (A, cos|w;(n + h)] + Bjsinjw;(n + h)]) x Z (A, cos(wgn) + By sin(wgn))
= Z ot[cos[wi(n + h)] cos(wpn) + sinfwg(n + h)] sin(wen)]

M
= Z o cos(wih)
k=0

Vidimo da je autokovarijacijska funkcija modela vremenskog niza (20) dana
sumom trigonometrijskih funkcija, a ne integralom. Suma apsolutnih vri-
jednosti 7> |y(h)| je beskonacna, i ne postoji reprezentacija oblika (18).
Zbog tog razloga kazemo da model vremenskog niza (20) ima diskretan spek-
tar ili liniygski spektar.

Sljedeci niz je primjer modela vremenskog niza s neprekidnon spektralnom
gusto¢om.

Primjer 7.2

Promotrimo bijeli sum {e, }5° ___, to jest, niz nekoreliranih slu¢ajnih varijabli
s ocekivanjem nula i autokovarijacijskom funkcijom

0% zah=0,
v(h) = { 0, inace.
Uvrstavanje funkcije y(h) u jednadzbu (19) daje
2
o
flw) = o

To znadi da je spektralna gustoca bijelog Suma konstantna, i sve frekvencije
—7m < w < 7 daju isti doprinos varijanci (0).

Rezultat 7.2

Neka je {X,}22 . model stacionarnog vremenskog niza s apsolutno sum-
abilnom autokovarijacijskom funkcijom > 7 |yx(n)| < oo i spektralnom
gustocom fx(w), te neka je {a;}52_ apsolutno sumabilan niz realnih bro-
jeva. Tada je spektralna gustoca niza

Y, = i aan—ka

k=—o00
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dana s )

frw) = fxW)| D age™™"

k=—o00

Dokaz.

Da bismo izbjegli nezgrapnu notaciju, propoziciju dokazujemo samo u slucaju
E(Y,) = E(X,) = 0. Slucaj kada ocekivanja nisu nula zahtijeva samo nez-
natne modifikacije.

w(h) = EY,Y.m) =E ( > aXok Y Olen+h—z>

k=—o00 l=—00
00

— Z Z o E( X,k Xoint1)

k=—o00l=—

S S e[

k=—o00l=—00

— /: ™ fx(w) ( i eik“ozk) (i 6_““’0q> dw

k=—00 l=—00
7r .
Ny
T

00 2

E ezkwak

k=—o00

dw .

Usporedba zadnjeg izraza za autokorelacijsku funkciju s jednadzbom (18)
pokazuje da je

Rezultat 7.2 omogucuje nam da pronademo spektralne gustoce glavnih mod-
ela stacionarnih vremenskih nizova.

Korolar 7.1

Spektralna gustoca fy (w) procesa pokretnih sredina

{Yn: f: ajen—j} ;

j==oc

dana je s
2

, (21)

o0

E ezwkak

k=—00

0_2

" or

fr(w)
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uz uvjet da je 577 |ay| < oo.

Dokaz.

Tvrdnja korolara poseban je sluc¢aj Rezultata 7.2 kada je niz { X, }5°
Sum sa spektralnom gusto¢om

bijeli

—00

0.2

fX(w)Z—, za — T <w<7T.
2

Spektralna gustoca konacnih pokretnih sredina

N 0
{Yn = E ozjen]} y
=0 e oo

dana je s

N 2

2 ezwkak

k=0

2
fr(w) = g—ﬂ

Primjetimo li da je S0, axe™* vrijednost polinoma Py(z) = Sn_, agz® u
tocki x = €™, mozemo dobiti drugu reprezentaciju za spektralnu gustoéu
fr(w). Polinom Py(x) ima N korijena my,ms,...,my, te se moze faktor-
izirati kao

N
Py(z) = ay H(:v —mg) .
k=1
Stoga je
o? N : a20? |5 N
fr(w) = o | H(e“" —my)| = ]2V7r [H(em - mk)] [H(e_w - mZ)] ;
k=1 k=1 k=1

gdje je m; kompleksno konjugiran broju my.
Korolar 7.1 takoder mozemo koristiti da izracunamo spektralne gustoce sta-
cionarnog autoregresivnog procesa prvog reda, vidi jednadzbu (8),

Y, = Zpken_k, lp| < 1.

k=0
Zaista, uvrstavanjem a; = p’ za j = 0,1,2,...,ia; = 0zaj < 0 u jednadzbu
(21), dobivamo
2
0? | & i o? 1 2 o2 1
fY(W):Q_ plett = o |7 ol T oz 2 .
i s 27 |1 — pe 2r 14 p* —2pcosw
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Korolar 7.2
Spektralna gustota fy(w) stacionarnog autoregresivnog procesa AR(p)

Y, + i apYn_r = e, )

k=1
dana je s
2 P
o 1
w) = — ,
Fr(w) 2 H (1 —2m; cosw + m?)
j=1 J

uz uvjet da su mq, mg, ..., m,, korijeni jednadzbe

p
mP + Zozjmp_j =0,
j=1
manji od 1 po apsolutnoj vrijednosti.
Dokaz.
Tvrdnja korolara poseban je slu¢aj Rezultata 7.2 kada je niz { X, }5°
Sum sa spektralnom gusto¢om

bijeli

—0o0

2

fx(w)za—, za —m<w<T.
2m

8 ViSedimenzionalni autoregresivni modeli

k-dimenzionalni multivarijatni vremenski niz {x,, }7° ___ je niz k-dimenzionalnih
vektora
20
n
Ne
Ty =
e

Svaki vektor x, je skup opazanja zabiljezenih u vremenu ¢ = n - vrijednosti
k varijabli koje nas zanimaju u ¢ = n. Visedimenzionalni (multivarijatni)
vremenski niz je modeliran nizom slucajnih vektora

X
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Za svaki [ € {1,2,...,k} je niz {xg)};’f’:ﬂo jednodimenzionalan (univari-
jatan) vremenski niz, te se, u principu, moze individualno modelirati ni-
zom slucajnih varijabli. Medutim, bolje modeliranje se moze posti¢i nizom
slucajnih vektora ako su komponente visedimenzionalnog vremenskog niza
statisticki korelirane.

Svojstva “drugog reda” niza slucajnih vektora sazeta su pomocu wvektora
ocekivanih vrijednosti

(e o = {0y

n=—oo

gdje je ,ufnl) = E(XT(LI)), i kovarijacijskim matricama svih parova slucajnih

vektora X, X, ip

COV(XS), Xflljh) cov(Xr(Ll), Xﬁzh) e cov(X,(Ll), sz?h)
(2) (1) (2) (2 (2) (k)
A cov(Xn', X cov(Xn', X coecov(Xp T, X,
C(n,n+h> = ( . n+h) ( n—‘rh) ' ( ' —i—h)
cov(Xi, X eov(XAY, XG0 eov(XAY X))

Dijagonalni elementi kovarijacijske matrice su autokovarijance komponenata
slucajnih vektora X,. Vandijagonalni elementi c;j su kovarijance od X0 i
X0,
Primjer. (Visedimenzionalni bijeli Sum.)

Jednostavan primjer visedimenzionalnog slucajnog procesa je niz nekoreli-
ranih slucajnih vektora.

0
e
€n = ) n=...,—2,—1,0,1,2,...,

- viSedimenzionalni analogon centriranog bijelog Suma. Sve komponente vek-
tora ocekivanja od €, su nule, za sve n. Svi elementi kovarijacijskih matrica
C(n,n+h) su takoder nule, za h # 0. Kovarijacijska matrica C(n,n) ne ovisi
o n. To je simetri¢na matrica s elementima razli¢itim od nule ¢%,03, ..., 0}
duz glavne dijagonale, te, tipicno, nekim vandijagonalnim elementima od

C(n,n) takoder razli¢itim od nule.
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Visedimenzionalni autoregresivni proces reda p i dimenzije k je niz k-dimenzionalnih
slucajnih vektora {X,}>° ___ definiranih s

p
Xo+ Y AX, j=é,,
j=1

gdje je €, k-dimenzionalni bijeli Sum, flj, Jg=1,2,...,p, su k x k matrice, i
Ap ima barem jedan element razli¢it od nule.

Najjednostavniji primjer viSedimenzionalnog autoregresivnog modela je au-
toregresivni proces prvog reda i dimenzije dva definiran s

X0 — g x® X® L
RN TR T (22)
Xn' = an X, +anX, " +en
gdje su {e,(ll)}zozfoo i {67(12) % centrirani (jednodimenzionalni) bijeli sumovi
s varii 2 - 2 Bii 1 « . M)y oo . (2)Y 00 . .
jancama o7 1 03. Bijeli sumovi {en’}02 1 {en’}22 . nisu nuzno

nekorelirani, to jest, ne zahtijevamo cjo = cov(efll), eg)) = 0, iako zahtijevamo

cov(e%l), e,(f)) = 0 za k # n. Za potpuno definiranje slu¢ajnog procesa (22)
trebamo specificirati pocetne uvjete, recimo, X%, = 2@ i X% = 2@,
Koristenjem matri¢ne notacije, definiciju dvodimenzionalnog autoregresivnog
procesa prvog reda mozemo zapisati u kompaktnom obliku

Xn = AXn—l +én )

- 1 (23)
X

Xs—l - ( .T(z) )

X _ Xél) A: Q11 012 i — 67(11)
" XT(LQ) ’ Qa1 Q22 ’ " e,(f) '

Analogno kao kod jednodimenzionalnog autoregresivnog modela, sluc¢ajne
vektore X,, mozemo izraziti pomocu bijelog Suma i pocetnih uvijeta. U stvari,
mozemo koristiti tocno iste argumente kao one koristene u dokazu Rezultata
5.1. Koristenjem definicije (23) dobivamo

gdje je

Xs = AXS—:[ + ésv
Xs+1 = AXS + és+1 = 142)2371 + Aés + éerl;

Xopo = AX 1+ o0 = A3X, 1+ A%, + Aéyyy +64ps .
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Pojavljuje se ista shema kao ona opazena kod jednodimenzionalnog autore-
gresivnog modela AR(1), te dobivamo

n—s
o in—s+1 % Ain—s—l 5
X, =A" X, |+ E A" e, n=s,s+1,...,
1=0
ili, ekvivalentno
n—s

X, = A”*SH)?SA + Zfllén,l, n=s+1,s+2,....
1=0

9 Integrirani i kointegrirani vremenski nizovi

Definicija 9.1.
Slucajni proces { X, }22 ; zove se integriranim reda d (esto se koristi notacija
I(d)) ako je slucajni proces

{YVaolera = VX1,

stacionaran slucajni proces.

Poucno je reformulirati Definiciju 9.1 za specijalne slucajeve d =01id = 1.
d = 0: Slucajni proces (0) je stacionaran proces { X, }5° ..

d = 1: Slucajni proces {X,}>° . je je integrirani slu¢ajni proces prvog reda,
I(1), ako je slucajni proces

{Yn}zo:s-u = {Xn - Xn—l}zo:sﬂ’

stacionaran proces.
I(1) proces {X,}2, dan je pomocu stacionarnog procesa {Y,}22 . s

X, =X+ Z Y, zan=s+1,s+2,....
l=s+1

Pretpostavimo da je dano X = z (pocetni uvjet), i neka su i 7(k) ocekivanje
i autokovarijacijska funkcija stacionarnog procesa {Y,}o> .. Ocekivanja
slucajnih varijabli X,, dana su s

=2+ (n—8)u, n=ss+1,s+2,...,
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a varijance su dane s

n—s—1

Vp = (n—s)o? +2 Z n—s—k)yk), n=s+1,s+2
k=1

Prema tome, I(1) proces {X,,}°° je nestacionaran proces.
Definicija 9.2
Visedimenzionalni slu¢ajni proces

- X, B
V., = ( Y, ), n=ss+1,s+2, ...,

naziva se kointegriranim ako vrijedi:

(1) {X,}o2, i{Y,}oo, su I(1) slucajni procesi,

(ii) postoji vektor (a, 3) takav da je aX,,+ (Y, stacionaran sluc¢ajni proces.

Vektor (a, 3) naziva se vektor kointegriranja.

Kao primjer kointegriranog slucajnog procesa promotrimo dvodimgnzionalni
autoregresivni proces (23). Neka svojstvene vrijednosti matrice A zadovol-
javaju Ay = 11 [Ao| < 1. Tada su {X57122 i {X P} integrirani slucajni
procesi, i {(ag; — 1)X,(11) + angéz)};’f:S je stacionaran AR(1) proces. Vektor

kointegriranja je (a3 — 1, aqa).
Definicija 9.3
Visedimenzionalan sluc¢ajan proces

X

N x®
X,o=| " |, n=...,—2,-1,01,2...,

xP
naziva se kointegriranim sluc¢ajnim procesom reda m ako vrijedi:
(i) jednodimenzionalni slu¢ajni procesi {Xr(bl) o {X,SQ) < -
su integrirani sluc¢ajni procesi,
(i) postoji totno m linearno nezavisnih vektora (ol o, ..
1,2,...,m, takvih da su

o)

k
{Za?”Xé”} Ci=12.m,
=1

n=s

stacionarni slucajni procesi.

L {x e

. 7a]({;j))7 ] =
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Vektori (agj), agj) e oz,(gj)), j=1,2,...,m, zovu se vektori kointegriranja.

10 Markovljevo svojstvo modela vremenskih
nizova

Definicija 10.1

Slucajni proces { X, }°2 ; ima Markovljevo svojstvo, ako je uvjetna distribucija
slucajne varijable X,, uz dane sve prijasnje vrijednosti Xy, ..., X,,_; jednaka
uvjetnoj distribuciji slucajne varijable X, uz danu vrijednost samo od X,,_.
To jest,

P[Xn S [a’m anXn—l = Qp—1,--- 7X1 - al] = P[Xn S [ana anXn—l - an—l]a

za sve n > 2, za svaki interval [a,, b,], 1 za sve vrijednosti aq, ..., a, 1.
Ponekad je moguce pronaci eksplicitan izraz za slucajne varijable X,, pomoc¢u
prijasnjih slucajnih varijabli X1, ..., X, 1, i, eventualno, nekih drugih slucajnih
varijabli nezavisnih od Xj,..., X, ;. Tada slucéajni proces {X,}>°, ima
Markovljevo svojstvo ako i samo ako slucajne varijable X1, ..., X,,_5 ne ulaze
u eksplicitan izraz za X,,, za svaki n > 1.

Jednostavan slucaj sluc¢ajnog procesa s Markovljevim svojstvom je autore-
gresivan proces prvog reda {X,,}°°, definiran s

Xp = p+a(Xn1 — i) + e,
XO =z,

gdje je {e,}5°, niz nezavisnih jednako distribuiranih normalnih slu¢ajnih
varijabli s oékivanjem nula i varijancom o2. Zaista, u tom slu¢aju imamo
izraz za svaku slucajnu varijablu X,, pomocu prijasnjih slucajnih varijabli
Xq,...,X,_1 1islucajne varijable e, nezavisne od Xi,...,X,_1. Buduéi da
slucajne varijable Xy, ..., X,,_» u stvari ne ulaze u izraz za X,,, slu¢ajni proces
AR(1) ima Markovljevo svojstvo.

Analogno, svaki slucajni proces {X,,}°°, definiran relacijom oblika

Xn = g(Xn—b 6n)7

ima Markovljevo svojstvo, ako je {e,}>°; niz nezavisnih slu¢ajnih varijabli.
Funkcija g(z,y) je proizvoljna funkcija dviju varijabli.
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Uocimo da autoregresivni proces drugog reda {Y,,}°°, definiran s
Vo=p+a1(Yoor —p) + a(Yoz — p1) + €n, (24)
Y—l = Q, }/0 = ﬁa

nema Markovljevo svojstvo. Zaista, dani eksplicitni izraz za Y,, pomocu
Yi,..., Y, 11e, sadrzi slucajnu varijablu Y,, 5. Zato {Y,,}>°; nema Markovl-
jevo svojstvo.

Definicija 10.2.

Visedimenzionalan sluc¢ajni proces

ima Markovljevo svojstvo ako je zajednicka uvjetna distribucija vektora X,
uz dane sve prijasnje vektore X, ..., X,_; jednaka zajednickoj uvjetnoj dis-
tribuciji vektora X,, uz danu vrijednost samo vektora X,,_;.

Analogno kao kod jednodimenzionalnog sluc¢ajnog procesa, moguce je odred-
iti da li visedimenzionalni sluc¢ajni vektor ima ili nema Markovljevo svojstvo
promatranjem eksplicitnog izraza za slucajni vektor X,, pomocu prijasnjih

slucajnih vektora Xi,..., X, ;. Slucajni proces {X,}52, ima Markovljevo
svojstvo samo ako u eksplicitan izraz za X, ulazi slucajan vektor X, ; i
vektori nezavisni od Xq,...,X,,_2, zasven > 1.

Autoregresivni proces drugog reda {Y,,}°°; dan jedndzbom (24) moze se u
stvari reprezentirati kao visedimenzionalni autoregresivni proces s Markovl-
jevim svojstvom. Zaista, promotrimo dvodimenzionalni slucajni proces

. Y, B
Y"_<Yn_1>’ n=12 ...,

koji zadovoljava jednadzbu

() =)+ () (G- ()] + (5 ) - e

Prva komponenta dvodimenzionalnog procesa {f/n}ff:_oo zadovoljava jed-

nadzbu (24), dok je druga komponenta jednaka prvoj, odgodenoj za jedan
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vremenski interval. Stoga su AR(2) proces (24) i visedimenzionalni proces

{Y,,}22 | ekvivalentni.
Uz malu promjenu notacije jednadzbu (25) mozemo zapisati
+
O Y
Y, =ji+ A(Y, 1 — [i) + én. (26)

2)-(2)+(v 9)[() ()
Yn H 1 0 Ynfl K
Visedimenzionalni proces {?n}z‘;l dan jednadzbom (26) ima Markovljevo

svojstvo. Zaista, dani izraz za Y, pomocu prijasnjih vektora Yi,...,Y,
ne sadrzi vektore }71, - ,}7”_2. Dodatni sluc¢ajni vektor €, kojeg taj izraz
sadrzi ne ovisi o 171, ..., Y,_1. Stoga slu¢ajni proces {}7”};’;’:1 ima Markovljevo
svojstvo.

Analogno mozemo reprezentirati autoregresivni proces AR(p), {Z,,}52,, koji

zadovoljava

ili

Zn = U + Oél(Zn_l — ,u) + Oéz(Zn_Q — ,u) + -+ Oép(Zn_p — /L) + e, s (27)

kao visedimenzionalni proces s Markovljevim svojstvom. Zaista, uvedemo li
vektore

Iy L €n
- L 0
Zo=| T =" | a= ,
Ln—p I 0
1 matricu
a1 Qg O3 Qp—1 Qp
1 0 0 0 0
. 0O 1 0 0 0
B = 1 ,
: - 0 :
o o o0 --- 1 0

jednadzbu (27) mozemo zapisati kao
Zy=ji4+B(Zy 1 — i)+ é,.
Prva komponenta od Z, zadovoljava relaciju (27), dok su ostale komponente

razlicite odgode prve. Slucajni proces {Z,}22; ima Markovljevo svojstvo
zbog istog razloga kao i proces {Y;,}°°, definiran jednadzbom (26).
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11 Box-Jenkinsov pristup identifikaciji, proc-
jeni i dijagnozi vremenskih nizova

U ovoj sekciji promatramo opc¢u klasu autoregresivnih integriranih mod-
ela s ostacima pokretnih sredina - ARIMA(p,d, q) modele. Kao i obi¢no
pretpostavljamo da je dan vremenski niz {z,}"_, (povijesni podaci). Box-
Jenkinsov pristup nam omogucéuje pronaé¢i ARIMA model koji je razumno
jednostavan i opisuje dovoljno to¢no povijesne podatke {z,}Y ;. Glavne
tocke pristupa su

e Pokusna identifikacija modela iz ARIMA klase.
e Procjena parametara u identificiranom modelu.
e Dijagnosticka ispitivanja.

Ukoliko pokusno identificiran model prode dijagnosticke testove, model se
moze Koristiti za predvidanje. Ako ne prode, dijagnosticki testovi bi tre-
bali pokazati kako modificirati model, te se provodi novi krug identifikacije,
procjene i dijagnoze.

Identifikacija.

ARIMA(p, d, q) model je potpuno identificiran izborom nenegativnih vrijed-
nosti za parametre p, d i q. Parametar d je broj koliko puta trebamo difer-
encirati vremenski niz {z,,}2_, da bismo ga preveli u vjerojatnu realizaciju

{Zn}flvzd = {den}nN=d7

stacionarnog slucajnog procesa. Sljedeca tri principa mogu se koristiti za
odabir odgovarajuce vrijednosti od d.

1. Vremenski niz {,,}'_; moZe se modelirati stacionarnim ARMA modelom
ako autokorelacijska funkcija uzorka

N o ~
e = Zl=k+1($l — ) (wi— — f1)
— - -
21:1(1’1 — f1)?
brzo opada po k. Specifiéno obiljezje podataka {x,}"_, koje se moze difer-

enciranjem prevesti u realizaciju stacionarnog sluc¢ajnog procesa, je sporo
opadajuca autokorelacijska funkcija uzorka ry.
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2. Varijanca uzorka

g 1 - 2 RS 2
UdEN;izn_<NnZ_dzn>

prvo opada po d dok se ne postigne stacionarnost, a tada pocinje rasti. Stoga
se d moze odabrati kao vrijednost koja minimizira o2. Ponekad je 02 ~ o3 _,
za neki d, te tada treba razmatrati vise od jedne vrijednosti za d. Ako
o2 pocinje odmah rasti, tada treba odabrati d = 0, to jest, vremenski niz
{xn};]:[:[) je sam vjerojatna realizacija stacionarnog procesa.

3. Graf nestacionarnog niza pokazuje promjenljiv nivo, ¢ak nakon prilagodbe
za ocekivanje koje nije nula. Konstantnost nivoa stacionarnog vremenskog
niza moze se otkriti kako slijedi. Promotrimo vremenski niz {z, }?Y, i ozna¢imo
s Ljs broj koliko puta niz prijede nivo x = 0 na intervalu n = 1,2,..., M.
Za centrirane stacionarne vremenske nizove trebalo bi biti Loy /L, & 2.
Pretpostavimo sada da je pronadena odgovarajuc¢a vrijednost parametra d,
te da je vremenski niz

{zatnea = {V 2 }0la,

vjerojatna realizacija stacionarnog vremenskog niza. U okviru Box-Jenkinsovog
pristupa nastojimo prona¢i ARMA(p, q¢) model kojeg je {z,}"_, vjerojatna
realizacija.

Identifikacija parametara p i ¢ je lagana ukoliko su ili p ili ¢ jednaki nula.
Teorijska parcijalna autokorelacijska funkcija ¢(k) AR(p) modela je nula za
k > p. Stoga, ako je {z,}_, realizacija AR(p) modela, tada parcijalna
autokorelacijska funkcija uzorka ¢(k) (izracunata za {z,}2_,) treba poprimiti
vrijednosti u 95% pouzdanom intervalu

[—1.9604,1.960,], gdje je 05 = N",

za svaki k > p. To jest, parcijalna autokorelacijska funkcija uzorka QAS(k:) treba
biti odrezana u nekoj vrijednosti £ = p*.

Teorijska autokorelacijska funkcija pr MA(g) modela je nula za k > ¢. Stoga,
ako je {2, }_, realizacija MA(q) modela, tada autokorelacijska funkcija uzorka
i (izracunata za {z,}"_,) treba poprimiti vrijednosti u 95% pouzdanom in-
tervalu

q
[~1.960,,1.960,], gdje je o, = N~ (1 + 22?"?) :
=1
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za svaki k& > ¢q. To jest, autokorelacijska funkcija uzorka r; treba biti
odrezana u nekoj vrijednosti k = ¢*.

Prema tome, ako je (%(k) odrezano u nekoj vrijednosti k = p*, tada se AR(p*)
pokusno identificira kao model za {z,})_, a ARIMA(p*,d,0) se pokusno
identificira kao model za {z,, })_,. S druge strane, ako je rj, odrezano u nekoj
vrijednosti k = ¢*, tada se MA(g*) pokusno identificira kao model za {z,}_,,
a ARIMA(0, d, ¢*) se pokusno identificira kao model za {x, }2_,.

Ako ni (ﬁ(k) ni 7 nisu odrezani, tada trebamo traziti ARMA(p, ¢) model
s vrijednostima p i ¢ koje nisu nula. Potrebno je nacrtati grafove autoko-
relacijske funkcije uzorka ry, i parcijalne autokorelacijske funkeije uzorka ¢ (k),
i vizualno usporediti sa slicnim grafovima teorijskih autokorelacijskih funkcija
pr 1 ¢(k) za razne vrijednosti p i g. Treba identificirati one vrijednosti p* i ¢*
koje daju najbolju vizualnu prilagodbu teorijskih i uzorackih grafova. Ako
nekoliko vrijednosti od p i ¢ daju vizualno ekvivalentne prilagodbe, tada
treba odabrati minimalne moguce vrijednosti p* i ¢* (princip stedljivosti).
Procjena.

Nakon $to su identificirane vijednosti za p i ¢, problem postaje procjena
vrijednosti parametara aq, aa, ..., o, 1 81, Be, ..., By za ARMA(p, ¢) model

Zn = alzn—1+a22n—2+' : '+apZn—p+€n+ﬁlen—1+ﬁ2€n—2+' : '+ﬂqen—q . (28)

Ukoliko vrijednosti za p i ¢ nisu prevelike, problem procjene se uvijek moze
rijeSiti numericki. Glavna ideja je prvo izracunati vrijednosti od {e,}_,
koristeci {z,}V_, i relacije (28). Nakon toga trazimo vrijednosti za « i 3 koje
minimiziraju varijancu uzorka

N
. 1
62,2, i B, By ) = o D
l=d

Sljededi primjer ilustrira glavne korake rjesavanja problema procjene.
Pretpostavimo da je dan {z,})_,, te da su preliminarno identificirane vrijed-
nosti parametara p i ¢ jednake p = ¢ = 1. Realizacija {2, })_; ARMA(1,1)
procesa zadovoljava

Zp = QZp_1 +en + Ben_1,
gdje je {e,}N_, | realizacija bijelog suma. Koristenjem sljede¢eg postupka
mozemo izracunati varijancu uzorka o (a, ) za sve é¢vorove mreze o = —0.9,—0.8,...,0.8,0.9
i =-0.9-08,...,0.80.9. Uzmimo prvi podatak z; kao pocetni uvjet, i
stavimo

€d+1 = 2Zd+1 — QZg .
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Preostale e;, racunamo iterativno koristeci

er = 2p — g1 — [e_1 .

Nademo tocku (ag, Bp) u mrezi s najmanjom vrijednosti od

N
(. f)= ) e

k=d+1

Reduciramo korak mreze na 0.01, napravimo novu mrezu oko (ag, ) i
pronademo bolju aproksimaciju za « i §. Ponavljamo sve dok procijenitelji
nisu poznati do na trazenu tocnost.

Dijagnosticka ispitivanja.

Najjednostavniji model vremenskog niza je niz nezavisnih i jednako dis-
tribuiranih normalnih slucajnih varijabli { X, }>° ,, ARIMA(0, 0, 0) s ocekivanjem
i varijancom procijenjenim iz podataka {z, }_, koristenjem ocekivanja i vari-
jance uzorka. Medutim, taj model cesto ne pruza odgovarajuci opis podataka
{z,}N_,, jer ne prolazi dolje opisane dijagnosticke testove. Ideja iza mod-
eliranja vremenskih nizova je pronaci skup operacija koje transformiraju po-
datke {z,})_, u vjerojatnu realizaciju niza nezavisnih normalnih slu¢ajnih
varijabli. Na primjer, AR(1) model X,, = aX,,_1+e, je odgovarajuéi opis po-
dataka {x,}_,, ako operacija 1 —aB prevodi podatke u takvu realizaciju. To
jest, ako je {z, — ax,_1})_, vierojatna realizacija centriranog bijelog suma.
Nakon pokusne identifikacije ARIMA(p, d, ¢) modela i izracuna procjena /i, &,
aq, ..., 0, i)l, e ,I;q, trebamo napraviti dijagnosticko ispitivanje. Cilj dijag-
nostickog ispitivanja je ustanoviti da li je skup brojeva {e,}Y_, izracunat iz
podataka {z,}_, koristenjem relacija

Tp = dlxn—l + -+ dpxn—p +e, + blen—l + -+ bqen—qa

vjerojatna realizacija niza nezavisnih i jednako distribuiranih (normalnih)
slucéajnih varijabli. Brojevi {e,}Y_, se uobicajeno nazivaju ostaci (engl.
residuals).

Cesto se koriste sljedeca ispitivanja.

Kontrola grafa od {e,})_,.

Vizualna kontrola grafa ostataka {e,}"_, ¢esto pomaze identificirati jaku
ovisnost veli¢ine fluktuacija po n. Tipi¢ni primjeri su trend, ciklicka kompo-
nenta, i nekonstantnost varijance. Nije vjerojatno da ¢e realizacija niza neza-
visnih i jednako distribuiranih slucajnih varijabli imati ista od toga. Takoder,
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oko 95% ostataka {e,}Y_; bi trebalo lezati izmedu —1.966 i 1.965, ako je
identificirani ARIMA(p, d, ¢) model odgovarajuéi za opis podataka.
Spektralni test.

Spektralna gustoca bijelog suma je konstanta f(w) = %, vidi Primjer 7.2.
Tu ¢injenicu mozemo iskoristiti za dizajn testa nezavisnosti i stacionarnosti
ostataka {e, }_,. Procijenitelj za f(w) dan je s

N/2
flw) = %% + % ;% cos(nw) ,

gdje je 4, autokovarijanca uzorka od {e, }2_,, vidi Sekciju 2. Visoki uski $iljci
u f(w) oznacavaju prisutnost ciklickih komponenata u {e, }"_,, na primjer,
sezonsku komponentu. Siroki vrh kod niske frekvencije oznac¢ava prisutnost
trenda u {e, }_;.
Kontrola autokorelacijskih funkcija uzorka od {e,}Y ;.
Autokorelacijske funkcije uzorka niza nezavisnih i jednakodistribuiranih slu¢ajnih
varijabli Z1, Z, ..., Z,, dane sa

o = f:k(zl — 1) (Zisr — 1)
ST

imaju distribuciju koja je priblizno normalna za velike vrijednosti od N,
s ocekivanjem nula i varijancom N~!'. Dakle, oko 95% vrijednosti od py
treba lezati izmedu ograda +1.96/ V/N. Pretpostavimo li da smo podacima
{1, x9,..., 2N} prilagodili odgovarajuéi ARIMA model, isti rezultat treba
vrijediti za autokorelacijske funkcije uzorka ostataka {e,}2_;.
Portmanteau test.

Umjesto provjere da li svaki p;, pada unutar 95% -tnog intervala pouzdanosti
[~1.96/+/N,1.96/v/N], moguée je promatrati jednu statistiku koja ovisi o
svim pg, k=1,2,..., M, gdje je M recimo 20. Test je zasnovan na ¢injenici
da slucajna varijabla

ima priblizno x? distribuciju s M — (p + ¢) stupnjeva slobode. Adekvatnost
modela se stoga odbija na nivou « ako je

QM > X%—Q(M_p_Q)v
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gdje je x3_(M —p—q) 1 — a kvantil x? distribucije s M — p — ¢ stupnjeva
slobode.

Brojanje tocaka okreta.

Za niz brojeva yi, s, ..., yn kazemo da ima tocku okreta u vremenu k, ako
jeili yp—1 < yk 1Yk > Yrgr, i1 yp—1 > Y 1 ye < Yrg1. Ako je Y1,Y5,.. . Y
niz nezavisnih sluc¢ajnih varijabli s neprekidnom distribucijom, tada je vjero-
jatnost tocke okreta u vremenu £ jednaka %, ocekivani broj tocaka okreta je
2(N — 2), a varijanca je (16N — 29)/90. Stoga bi broj tocaka okreta u real-

3
izaciji od Y1,Y5, ..., Yy trebao biti unutar 95%-tnog intervala pouzdanosti

/16N 29 2 16N 29
[3(]\7 2) —1.96 N 2) ]

Test predznaka razlike.

Kod ovog testa brojimo vrijednosti k takve da je yx > yr_1. Oznacimo li taj
broj sa S, tada je E(S) = 1(N —1)i Var(S) = 5(N+1) zaniz Y1,Y,..., Yy
nezavisnih sluc¢ajnih varijabli s neprekidnom distribucijom. Stoga bi u real-
izaciji od Y1, Y5, ..., Yy broj vrijednosti £ takvih da je yp > yr_1 trebao biti
unutar 95%-tnog intervala pouzdanosti

1 N+1 1 N+1
“(N—=1)—=1.964/ ——, =(N — 1)+ 1.964/ ——
[2( )= 196\ =5 5l )+ 196/ =35

Provjera normalnosti.
Promotrimo niz {e, }_, i uredene statistike

€(1) < €(2) < e < E(N) -
To jest, {em) A, je niz {e,})_, preureden po rastucem uredaju. Ako je

niz ostataka e, es, ..., ey realizacija niza nezavisnih i jednako distribuiranih
normalnih slu¢ajnih varijabli, tada bi graf tocaka

{cp Kk——)/zv} } k=1.2.. N

trebao biti priblizno linearan. Ovdje je ®~!(x) inverz standardne normalne
funkcije distribucije.
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12 Modeli prijenosne funkcije

Modeliranje pomoc¢u prijenosne funkcije je spajanje konvencionalnog mod-
eliranja vremenskih nizova i linearne regresije. Model prijenosne funkcije
ukljucuje jedan izlazni niz {Y, }_, i jedan (ili vise) ulaznih nizova {X,}_,.
On predvida buduée vrijednosti izlaznog niza na osnovi proslih vrijednosti
tog niza i proslih vrijednosti ulaznog niza. Opéi oblik modela prijenosne
funkcije je

p q
Y,=p+ Z apY,—p + Z X+ Ry,

k=1 =1

gdje je {R,}22, centriran stacionaran proces (ostaci), nezavisan od ulaznog
procesa { X, })_,. Pretpostavlja se da se istom transformacijom stacionarnosti
izlazni, odnosno ulazni proces, mogu prevesti u stacionarne procese {U, }»_,,
odnosno {V,,}IV_,.

Za izgradnju modela prijenosne funkcije koristimo povijesne podatke {y, }\_,
(izlazni vremenski niz) i {x,}"_, (ulazni vremenski niz). Izgradnja modela
ukljucuje tri koraka.

e Identificiranje modela za opis ulaznog vremenskog niza.

e Identificiranje preliminarnog modela prijenosne funkcije za opis izlaznog
vremenskog niza.

e Identificiranje modela za ostatke.

Korak 1.

Koristi se transformacija stacionarnosti za prevodenje ulaznog vremenskog
niza {z,}N_, u vremenski niz {v,})_;. Koristi se ista transformacija sta-
cionarnosti za prevodenje izlaznog niza {y,}Y_, u vremenski niz {u,}Y_,.
Koristi se Box-Jenkinsov pristup za identifikaciju ARMA(k,[) modela za
{vanis-

Korak 2.

Identificirani model ARMA (k, [) sugerira transformaciju koja prevodi {v, }\_,
u realizaciju bijelog suma {a, })_,. Izracuna se vremenski niz {a, }2_,, i
koristi ista transformacija za “predizbijeljivanje” vremenskog niza {u,}Y_,.
Oznacimo predizbijeljeni vremenski niz s {b, })_,.
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[zracuna se korelacijska funkcija uzorka izmedu {a, }Y_, i {b,}_,

N ~ _
—a)(b, —b
Tk(Oé,b) = an(anl/g a)< - ) — 11/2
S —ap] " [ b - B2
za, recimo, k = —20,—19,...,19,20, gdje su & i b ocekivanja uzorka od

{an }N_, i {b, })_,. Korelacijska funkcija ne bi smjela imati statisticki znacajne
vrijednosti razlicite od nule za negativne k. To jest, trebali bismo imati
r(a, b) € [~1.96N~Y2 1.96 N /2], na 95%-tnom nivou pouzdanosti, za svaki
k < 0. U suprotnom, vremenski niz {z,, }2_, nije vode¢i indikator od {, })\_,
i ne moze se koristiti za modeliranje pomocu prijenosne funkcije od {y,}_;.
Svi pozitivni zaostaci koji odgovaraju (znac¢ajnim) vrijednostima od r(c, b)
razlicitim od nule trebaju se identificirati i koristiti za formulaciju prelimi-
narnog modela prijenosne funkcije

§(B)U,, = i + Cw(B)B'V,, + 1, . (29)

U gornjoj jednadzbi

C je parametar skaliranja,

7, Su ostaci,

[ - minimalni zaostatak sa statisticki znacajnim vrijednostima korelacije
(e, b) razlicitim od nule,

w(B) =1—wB—wy,B*>— -+ —w,B",
§(B)=1—6B—6B*— .- —§,B*.

Redovi r i s polinoma w(x) i §(x) trebaju se identificirati tehnikama Box-
Jenkinsovog pristupa. To znaci da se trebaju nacrtati kovarijacijske funkcije
uzorka i vizualno usporediti s teorijskim kovarijacijskim funkcijama za razne

vrijednosti od i s. Nakon toga se trebaju procijeniti parametri wy, wo, . . ., w,
idq,09,...,0s numerickim metodama procjene Box-Jenkinsovog pristupa.
Korak 3.

[zracunaju se vrijednosti ostataka {n,}"_, u preliminarnom modelu pri-
jenosne funkcije. Koristi se Box-Jenkinsov pristup za identificiranje ARMA(p, q)
modela

za opis {1},

Model prijenosne funkcije za opis izlaznog vremenskog niza {y,}"_, dan je s

¢(B)d(B)U, = pu+ Co(B)w(B)B'V, + 0(B)e, .
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13 Neki specijalni nestacionarni i nelinearni
modeli vremenskih nizova

Bilinearni modeli.
Op¢a klasa bilinearnih modela ukljucuje sluc¢ajne procese {X,,}°° . definirane
relacijom

p T m q
X+ Z ap(Xp—p — p) = p+e, + Z Cren—k + Z Z bue(Xn—i — 1) en—r,
k=1 k=1

=1 k=1

gdje je {e,}22 . bijeli sum. Najjednostavniji predstavnik klase bilinearnih
modela je slucajni proces {X,,}22 . definiran relacijom

Xn + a(Xn—l - ﬂ') =p+e,+cep1+ b(Xn—l - ,u)en—l .

Glavna kvalitativna razlika izmedu bilinearnih modela i modela iz ARMA
klase je ta da mnogi bilinearni modeli pokazuju “eksplozivno” ponasanje.
Autoregresivni modeli s pragom.

Jednostavan predstavnik klase autoregresivnih modela s pragom je slucajni
proces {X,,}22 . definiran relacijom

CY(anl - :u) + €n, ako je anl S da

X":M+{ b(Xp1 — ) + e, akoje X, 1>d.

Granicni ciklusi su specificno obiljezje nekih modela iz autoregresivne klase s
pragom. To ¢ini autoregresivne modele s pragom prikladnim za opis “ciklickih”
fenomena.

Autoregresivni modeli sa slucajnim koeficijentima.

Druga modifikacija modela AR klase su autoregresivni modeli sa slucajnim
koeficijentima regresije. Jednostavan predstavnik je sluc¢ajni proces { X, }5°
definiran relacijom

a(X,—1 — p) +e,, s vjerojatnosti py,
Xp=p+1 b(Xn1—pu)+e, svjerojatnosti ps,
en, s vjerojatnosti 1 — p; — pa.
Drugi nac¢in zapisa definicije slu¢ajnog procesa {X,,}°° _ je

Xn = M+an(Xn—1 _,u> +én,
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gdje je {ay, }°2 , niz nezavisnih diskretnih slucajnih varijabli sa zajednickom

distribucijom

Pla =a]l =p1, Pla=b] =ps, Pla=0]=1—-p; —ps.
Autoregresivni modeli s uvjetnom heteroskedasticnoscu.
Klasa autoregresivnih modela s uvjetnom heteroskedasticnoséu (engl. au-

toregressive models with conditional heteroscedasticity) reda p - ARCH(p)
modeli - definirana je relacijom

p
Xn :/L—i-@n aO_’_Zak(ank_/JJ)zv
k=1

gdje je {e,}°°_ niz nezavisnih standardnih normalnih varijabli. Najjednos-
tavniji predstavnik ARCH(p) klase je ARCH(1) model definiran relacijom

X, = p+ env/ag+ o1 (Xn_1 — p)?.

ARCH modeli se koriste za modeliranje financijskih vremenskih nizova, gdje
se X, interpretiraju kao dnevni povrati, X,, = In(Z,/Z,_1), 1 Z, je cijena
imovine na kraju n-tog trznog dana. Znacajne promjene u cijeni imovine
Cesto su pracene razdobljima visoke promjenljivosti (engl. volatility). ARCH
modeli su uhvatili to obiljezje. Zaista, znacajni otklon od X,,_; od srednjeg
rasta p daje vise vrijednosti za varijancu uvjetne distribucije od X,,, uz dano
Xn1.

Lognormalni, autoregresivni modeli.

Jednostavan predstavnik klase lognormalnih, autoregresivnih modela je slucajni
proces {X,,}>° . definiran pravilima

Xn =p+ Vnena
InV, =a+¢[ln(V,) —a] +€,,

gdje je {e,}>2 . niz nezavisnih standardnih normalnih sluc¢ajnih varijabli,
a {€,}°2 . niz nezavisnih normalnih sluc¢ajnih varijabli s oc¢ekivanjem nula
i varijancom o?. Lognormalni, autoregresivni modeli su zamisljeni za mod-
eliranje stohasticke promjenljivosti financijskih vremenskih nizova. Slucajni
proces {X,}2° . modelira dnevne povrate X, = In(Z,/Z,_1). Autoregre-
sivni model za In(V},) odrazava empirijski uocene (kratke) trendove u prom-
jenljivosti - trzni dan s visokom promjenljivosti vjerojatno ¢e pratiti jos jedan
dan s visokom promjenljivosti. Dan s mirnim trgovanjem biti ¢e vjerojatno
prac¢en jos jednim mirnim danom.
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14 Primjene linearnih modela vremenskih ni-
zova

Slucajna Setnja.
Sljede¢i model se cesto koristi za opis razvoja dnevnih cijena dionica Z,,
n=123,...,

Zny1 = Znexp(Vni1),

gdje je {v,}°2; niz nezavisnih i jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli
sa zajednickim ocekivanjem p i varijancom o?. Taj model ekvivalentan je
modelu slucajne setnje (ili /(1) modelu). Zaista, logaritmi cijena Y,, = In Z,
zadovoljavaju jednadzbu

Yn+1 = Yn + Upy1,

koja definira slucajnu Setnju. Potreban je jedan pocetni uvjet, pocetna cijena
Zy, za potpunu specifikaciju modela.

Taj model zasnovan je na pretpostavci da su dnevni povrati In(Z,.1/7,)
nezavisni od prijasnjih cijena Zy, 21, ..., Z,.

Autoregresivni model.

Jedna od dobro poznatih primjena jednodimenzionalnog autoregresivnog mod-
ela je opis razvoja potroSackog indeksa cijena (inflacija) Q,, n =1,2,3,....
Pretpostavlja se da intenzitet inflacije

Q@n
Qn—l ’

r, = In

slijedi AR(1) proces
Tn=p~+a(rn_1—pn)+e,.
Logaritam potrosackog indeksa cijena opisan je ARIMA(1,1,0) modelom
1-B)nQ,=p+a[(l-B)InQu1—pu]l+e,.

Potreban je jedan pocetni uvjet, vrijednost od ry, za potpunu specifikaciju
modela za intenzitet inflacije r,. Dva pocetna uvjeta, vrijednosti za ) i
(o potrebna su za potpunu specifikaciju modela potrosackog indeksa cijena.
Visedimenzionalni autoregresivni modeli.
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Sljededi jednostavan dinamicki Keynesijanski model daje primjer visedimenzionalnog
autoregresivnog modela. Oznacimo sa Y,, nacionalni dohodak kroz neki vre-
menski period, i oznac¢imo sa C), i [, ukupnu potrosnju i investicije kroz
isti period. Pretpostavlja se da potrosnja C,, ovisi o prihodu u prethodnom
periodu

C,=aY,_1+ eg) ,

gdje je {eg) o . centriran bijeli Sum. Investicija I, odredena je pomocu

mehanizma “ubrzanja”
In = 6(On—l - On—Q) + 67(12) )

gdje je {67(12)}20:_00 centriran bijeli sum. Konaé¢no, svaki dio nacionalnog
prihoda se ili potrosi ili investira. Dakle,

Y,=C,+1,.

Eliminiranjem nacionalnog dohotka dolazimo do sljede¢eg dvodimenzion-
alnog autoregresivnog procesa drugog reda

On = Oécn_l + Oé]n_l + 621),
In - ﬂ(cnfl - Cn72> + 67(12)'

Koristenjem matri¢ne notacije gornju jednadzbu mozemo zapisat kao

Ch \ [ o « Ch_1 0 0 Ch_a 67(11)
L ) \pgo)\n, )" \=po0)\6n,) &)

Kointegrirani model.

Sljedeéi jednostavan model razvoja tecajne stope X,, (recimo USD za GBP)
daje primjer kointegriranog modela. Pretpostavlja se da tecajna stopa fluk-
tuira oko kupovne moéi P,/Q,, gdje su P,, odnosno @, potrosacki indeksi
cijena za US, odnosno UK. To je opisano sljede¢im modelom

P,
InX, = h—+4+u+Y,

n

Y, = oYy 1+e,+ ﬁen—lv

gdje je {e,}>2 . centriran bijeli sum. Razvoj od InP, i InQ, opisan je
ARIMA(1,1,0) modelima
(1-B)InP, = m+o[(1=B)InP,_y —m]+el,

n

(1 - B) ann = M2 "'042[(1 - B) thn—l _,UQ] +67(12)7
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gdje su {67(11)}%0:700 i {ef)}g‘;foo (moguce korelirani) centrirani bijeli Sumovi.
Logaritmi potrosackih indeksa cijena su integrirani ARIMA(1,1,0) slucajni
procesi. Stoga su logaritmi tecajnih stopa takoder integrirani slucajni procesi.
Medutim, Y;, = In X, —In P, +1n @, je opisan pomoéu ARMA(1, 1) slucajnog
procesa

Y, =pu+e,+ Be, 1,

te je stoga stacionaran sluc¢ajni proces. Zato je niz slucajnih vektora (In X, In P,,
In@,), n =1,2,..., opisan kointegriranim modelom s vektorom kointegri-
ranja (1,—1,1).
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POGLAVLJE 6 - BROWNOVO GIBANJE 1
DIFUZIJE

Nastavni ciljevi: (vi) Definirati i primjeniti glavne koncepte Gauss-Wienerovog
procesa, i biti svjestan drugih Lévyjevih procesa.

1. Objasniti definiciju i osnovna svojstva jednodimenzionalnog Brownovog
gibanja ili Wienerovog procesa.

2. Pokazati da diskretno uzorkovanje Wienerovog procesa daje normalno
distribuiranu slucajnu Setnju, te pokazati kako je Wienerov proces limes
takve slucajne Setnje.

3. Objasniti koncept opcenitijeg Gauss-Wienerovog procesa.

4. Objasniti definiciju i osnovna svojstva jednodimenzionalnog Ornestein-
Uhlenbeckovog procesa i pokazati odnos izmedu tog procesa i AR(1)
vremenskog niza.

5. Objasniti koncept funkcije Wienerovog procesa i pokazati kako se mogu
nac¢i derivacija i integral.

6. Objasniti koncept visedimenzionalnog, moguce koreliranog, Wienerovog
procesa.

7. Objasniti osnovni koncept lognormalnog Wienerovog procesa.

8. Objasniti osnovne koncepte stabilnih distribucija u primjeni na sto-
hasticke preocese.

9. Opisati jednostavne primjene Lévyjevih procesa, ukljucujuc¢i lognor-
malan Wienerov proces i Ornstein-Uhlenbeckov proces za varijable in-
vestiranja.

1 Uvod u Brownovo gibanje

1.1 Definicija

Brownovo gibanje (zvano takoder Wienerov proces) je stohasticki proces By,
t > 0, s prostorom stanja S = R i sljede¢im definiraju¢im svojstvima:
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(i) By ima nezavisne priraste, t.j., By — By je nezavisno od {B,, r < s} za
sve s < 1.

(ii) B; ima stacionarne priraste, t.j., vjerojatnosna distribucija od B; — By
ovisi samo o t — s.

(iii) B, ima Gaussove priraste, t.j., vjerojatnosna distribucija od B; — By je
N((t - s (t — 5)0?).

(iv) B ima neprekidne trajektorije t — B, (w).

Nije jednostavan zadatak provjeriti da su gornja svojstva kompatibilna i da
u potpunosti karakteriziraju proces. Iznenadujuéa ¢injenica je (Sto pokazuje
kako su napeti uvjeti) da se bilo uvjet (iii) bilo uvjet (iv) mogu ispustiti
iz definicije, jer se moze pokazati da su posljedica preostala tri svojstva.
Specijalno, Brownovo gibanje je jedini proces sa stacionarnim nezavisnim
prirastima 1 neprekidnim trajektorijama.

Ime standardno Brownovo gibanje rezervirano je za slucaj u kojem je param-
etar difuzije o jednak 1, parametar drifta p jednak 0, a pocetni uvjet je
By = 0. Brownovo gibanje s danim koeficijentima difuzije i drifta moze se
konstruirati iz standardnog Brownovog gibanja By, t > 0, formulom

Wiy =0oB; + ut. (1)

1.2 Vjerojatnosna distribucija vektora (B, By,, ..., B;,)

Uoc¢imo da je B; Markovljev proces, jer ima nezavisne priraste. Upotrebom
oznake

1
9o (1) = e (2)
oV 2

za centriranu Gaussovu vjerojatnosnu gustocu, prijelazna gustoca standard-
nog Brownovog gibanja je

Pr—s(,y) = grs(y — ) - (3)
Drugim rijecima, za t > s,
b b
Pla < By < b| By = «] :/ pe—s(z,y)dy = / gi—s(y —x)dy.
Za opce Brownovo gibanje (1), prijelazna gustoca je gy2(¢—s)(y —x — p(t — 5)).
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1.3 Zajednicka vjerojatnosns gustoéa standardnog
Brownovog gibanja

Uocavajuéi da se dogadaj {B;, = x1, By, = @a,...,B;, = xp,} sat; <ty <
...t, moze zapisati pomocu nezavisnih prirasta kao {B;, = x1, By, — By, =
To — T1,...,B, — By, _, = x, — x,_1}, zakljuéujemo da je zajednicka vjero-

jatnosna gustoca od By, By,, ..., By,

Jihw,u¢n($17$2,---,$n)::S%l($1)9m4¢1@f2“$1)"‘gnf¢n_1($nﬁ—'$n41)- (4)

Ta formula omogucéava racunanje vjerojatnosti svakog dogadaja definiranog
standardnim Brownovim gibanjem u kona¢no mnogo vremenakih tocaka.

1.4 Princip refleksije za standardno Brownovo gibanje

Formula (4) se ne moze direktno primjeniti na racunanje vjerojatnosti svih
dogadaja. Promatrajmo na primjer maksimum standardnog Brownovog gibanja
na [0, t]

M; = max B;. (5)

0<s<t
Dogadaj {M; < z} = {Bs; < z, 0 < s < t} ukljucuje proces u beskonacno
mnogo vremenskih trenutaka, u stvari u kontinuumu trenutaka. Pokazujemo
jednostavnu metodu racunanja vjerojatnosne distribucije od M;. Uoc¢imo
prvo da buduéi da prirasti B; — B imaju simetri¢nu distribuciju N(0,t — s),
promjena predznaka prirasta nakon nekog fiksnog vremena ¢, ne mijenja
vjerojatnosnu distribuciju procesa; drugim rijecima

B B t <t
Xt_{ 2By, — Byt >t ©)

je jos uvijek standardno Brownovo gibanje. Uoc¢imo kako je X; konstruiran:
nakon tq zamijenimo B; = By, + (B; — By, sa By, — (B; — B;,. Geometrijsko
znacenje toga je da su za t > t; putovi od X; dobiveni od putova procesa B;
refleksijom oko horizontalnog pravca kroz By,:
Sljedeca generalizacija te ideje je najkorisnija.

Rezultat 1 (princip refleksije)
Neka je 7 vrijeme zaustavljanja za Brownovo gibanje, i pretpostavimo da je

Plr < 0] = 1; tada
. Bt tST
Xt_{ZBT—Bt t>7
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ima istu vjerojatnosnu distribuciju kao i By, t > 0.

Sada se moze izracunati vjerojatnosna distribucija od (5); to je kljucan korak
pri racunanju cijena look-back opcije i opcije s barijerom.

Rezultat 2
Vjerojatnosna gustoca teku¢eg maksimuma standarndog Brownovog gibanja
definiranog u (5) je

- {9 120

Dokaz
Prvo, M; > By =0, te je P[M; < y] =0 za y < 0. Nadalje,

P[M; > y| =P[M; > y, By > y| +P[M; >y, B, <vy].
Upotrijebimo princip refleksije za vrijeme zaustavljanja
7, =inf{t > 0: B, =y} (7)

(poznato pod imenom wvrijeme prvog pogadanja razine y).
Ukoliko je y > 0, Rezultat 1 povlaci da je

P{Mtzya Bt<y] :P[Mtzya Bt>y]
Stoga,

PIM, > y| = 2P[M, > y, B, > y] = 2P[B, > ] — 2/ o) dx.
)

Druga jednakost vrijedi, jer je M; > B,;. Trazeni rezultat slijedi deriviranjem.

Vrijedi uociti da gornji racun daje i vjerojatnosnu gustoéu vremena pogadanja
Ty, Y > 0:

2 [,
Plr, <] =P[M, >y] = \/2_7Tt/ o—2/2 g
)

2 /OO _ 2/2
= e F % dz. (8)
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Deriviranje s obzirom na t daje vjerojatnosnu gusto¢u od 7,:

_ Yy —y?/2t
ny(t) - (27Tt3)1/2 € . (9)
Uoc¢imo takoder da pustanje t — oo u (8) pokazuje da je P[r, < oo] = 1;

prema tome ¢e standardno Brownovo gibanje dosti¢i proizvoljnu danu vri-
jednost y > 0 (i zbog simetrije proizvoljni dani y < 0) u kona¢nom vremenu,
upravo kao i jednostavna simetri¢na slucajna Setnja. To nije koincidencija,
kao Sto ¢e pokazati Odjeljak 2.

1.5 Martingalna svojstva Brownovog gibanja

[z nezavisnosti prirasta slijedi da Brownovo gibanje ima ima dobra martin-
galna svojstva u odnosu na svoju prirodnu filtraciju F; = o(Bs, 0 < s < ).

Rezultat 3

Neka je B;, t > 0, standardno Brownovo gibanje. Tada su B;, B? —t i
AB=N2 (X € R) martingali u odnosu na prirodnu filtraciju (F;);so.
Dokaz

Da bismo dokazali da je B? — ¢t martingal, racunamo za s < t uvjetno
ocekivanje od B? uz dano Fi:

E[B?|F,) = E[(B,— B, + B,)?|F.]
= E[(B: — B,)*| Fi| + 2E[B,(B, — B,) | F,] + E[BZ | ]

Koristenjem nezavisnosti prirasta Brownovog gibanja i svojstava uvjetnog
ocekivanja (vidi rezultat 6, Poglavlje 2), zadnji redak ¢itamo

E[(B; — B,)?*| F,) + 2B.E[B;, — BJ+ B =t —s+0+ B2,

Zato je E[B? —t| F,] = B? — s, sto dokazuje rezultat.
Na isti na¢in postupamo sa e B:

E[e)\Bt ’fs] _ E[eA(Bi—BS—l—BS fs] _ eABsE[e)\(Bi—BS)] _ eABse(t_s))\Q/Q.

Stoga je
E[eABt—)\Qt/Q | f] _ 6/\BS—)\23/2
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1.6 Brownovo gibanje u viSe dimenzija

k-dimenzionalno Brownovo gibanje je vektorski proces

B
B

B
¢ije su komponente medusobno nezavisna standardna Brownova gibanja Bt(j ),
t>0,5=1,... k.
Za svaki dani konstantni k-dimenzionalni vektor p i k x k invertibilnu matricu
A, proces Wy, = AB; + ut je k-dimenzionalno Brownovo gibanje s vektorom
drifta ;1 i matricom difuzije A = AAT.

2 Brownovo gibanje i slucajne Setnje

2.1 Konvergencija kona¢no-dimenzionalnih distribucija

Brownovo gibanje je vrlo povezano sa slu¢ajnim Setnjama (vidi Poglavlja
2,31 5). Uoc¢imo prvo da uzorkovanje Brownovog gibanja u regularnim vre-
menskim intervalima daje slucajnu Setnju s Gaussovskim prirastima: X,, =
Botmy = Ba + Z;n:_ol (Ba+(j+1)b—Ba+jb>'
Medutim, vazna veza ide u drugom smjeru: pocevsi od vrlo opéenite sluc¢ajne
Setnje (ne nuzno Gaussovske), dobiva se Brownovo gibanje kao limes s neprekid-
nim vremenom.
Evo nekoliko detalja. Poc¢nimo sa slucajnom Setnjom X, = Z;”:()Yj gdje
su koraci Y; nezavisni s vjerojatnosnom distribucijom koja je proizvoljna
izuzev §to trebaju biti zadovoljeni uvjeti E[Y;] = 0, E[Y?] = 0* € (0, 00).
Prvo linearnom interpolacijom konstruiramo neprekidno vremensku verziju
te slucajne Setnje

Xp =X+ (= [thY1iy

gdje [t] oznacava cjelobrojni dio od t (t.j., najveci cijeli broj koji nije veéi od
t). Nadalje skaliramo i vrijeme i prostor stanja kako slijedi:

1 _

o X (10)
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Konaéno, pustimo n u beskonacnost. Sto mozemo ocekivati? Iz gornjih
formula

[nt]
() !
XM o= — | DY+ (nt — [nt])Yipy
v\
nt]

= @ Z \/— ]Y1+[nt}

7=1

Bududi da je 0 < nt—[nt] < 1, drugi ¢lan konveregira prema nuli po vjerojat-
nosti kada n — oo. Zbog istog razloga lim,,_...[nt]/n = t, te stoga vjerojat-
nosna distribucija prvog ¢lana konvergira po centralnom grani¢nom teoremu
prema vtN(0,0%) = N(0,t0?) §to je vjerojatnosna distribucija od 0B, gdje
je By standardno Brownovo gibanje. Analogno zakljucivanje pokazuje da za-
jednicka distribucija prirasta Xt(1 ), X, (n) _ Xt(1 ), o X (m) - X (m)_l konvergira
kada n — oo prema distribuciji od (aBtl, (Bi,— By,),-..,0(By, —0By;, ).
Zato konacnodimenzionalne distribucije od Xt(n), t > 0, konvergiraju kada
n — oo prema onima od By, t > 0.

2.2  Funkcionalni centralni grani¢ni teorem

Slucajne Setnje konvergiraju u stvari prema Brownovom gibanju u puno
jacem smislu nego sto je gore navedeno. Mnoga svojstva Brownovog gibanja
ovise o putovima Brownovog gibanja, a ne o vrijednostima od B; u konac¢no
mnogo vremenskih trenutaka. Promotrimo na primjer maxo<;<7 B; i fOT B dt;
to su slucajne varijable koje uzimaju specificne vrijednosti maxg<;<7 b; i
fOT b; dt kada je trajektorija Brownovog gibanja By, t > 0, neprekidna funkcija
b;, t > 0. Vjerojatnosna distribucija mnogih takvih Brownovskih slucajnih
varijabli koje ovise o putu moze se dobiti kao limes odgovarajuéih velicina
aproksimirajuce slucajne Setnje definirane u (9); to je vrlo znacajno prosirenje
prethodnog rezultata o konvergenciji.

Da bismo to preciznije formulirali, definirajmo funkcional H kao preslika-
vanje koje neprekidnoj funkciji b, ¢ > 0, pridruzuje broj H(b;,, t > 0).
Funkcional je neprekidan, ako mala promjena funkcije b; prouzro¢i malu
promjenu u vrijednosti od H u sljede¢em smislu:

ako je za svaki a > 0, lim max |b —b| =0,
n—oo 0<t<a
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tada je lim H(B™, t > 0) = H(b,, t > 0).

Na primjer, Hy(b;, t > 0) = maxocy<r by i Ho(by, t > 0) = fOT b, dt su
neprekidni funkcionali; s druge strane, funkcional Hj(b;, t > 0) kojidaje
duljinu luka grafa od b; izmedu ¢t = 0 i t = T nije neprekidan. To je ilustri-
rano dolje: sve funkcije bﬁ") imaju duljinu luka Tv/2, dok grani¢na funkcija
by =0,0<t<T,ima duljinu luka T

Rezultat 4 (funkcionalni centralni graniéni teorem)

Neka su Xt(”), t > 0, kao u (9). Tada za svaki neprekidni funkcional vjero-
jatnosna distribucija od H (Xt("), t > 0) konvergira prema distribuciji od
H(oBy, t > 0); gdje je B, standardno Brownovo gibanje. Ekvivalentno,

lim E |H(X™, ¢ > o)] —E[H(¢B,, t > 0)]

n—oo

za svaki ogranic¢en neprekidni linearni funkcional H.

Taj jaki rezultat poznat je takoder kao princip invarijantnosti, jer je granic¢ni
proces nezavisan od specificne pocetne slucajne Setnje; to ustanovljuje Brownovo
gibanje kao prirodnu neprekidno vremensku aproksimaciju Siroke klase diskretno
vremenskih procesa, na isti na¢in kao §to N(0,0?) sluzi kao aproksimacija
distribucije zbroja velikog broja nezavisnih slucajnih varijabli. Ta metoda
upotrijebljena je u sljedeca dva odjeljka.

2.3 Vrijeme pogadanja Brownovog gibanja

Rezultat 4 moze se iskoristiti za izvod svojstava vremena prvog pogadanja
Brownovog gibanja iz istih svojstava za jednostavne slucajne Setnje.

Rezultat 5
(a) Neka je 7, vrijeme prvog pogadanja tocke y > 0 za standardno Brownovo
gibanje. Tada je

E [e_’\ry} — e UV a4 sve A >0.
(b) Neka je 7, vrijeme prvog pogadanja tocke y > 0 za Brownovo gibanje s
negativnim driftom X; = B, — ut, p > 0. Tada je

E [e_’\Ty} — e VIV pa qve A > 0.

Specijalno,

Plry < oo = im E [e ] = e~

A—0
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Dokaz
(a) Krenimo od formule

¢
1
ATy
Bl = (e’\ + 1/62,\1)
za vrijeme pogadanja Ty od ¢ za jednostavnu simetri¢nu slu¢ajnu setnju (vidi
odjeljak 4.3 u Poglavlju 2). Zbog skaliranja (10)

E [e_’\Ty] = lim E [e‘A%Tyﬁ} = lim < ! )y\/ﬁ
n—oo n—o00 \ eA/n + \/m
yvn
= lim ! — eYV2A

AL R ()

(b) Lagano prosirenje Rezultata 4 pokazuje da se Brownovo gibanje s driftom
X, = B; — ut moze dobiti kao limes jednostavne slucajne Setnje X, =
Z?Zl Y; ., gdje koraci imaju n-zavisnu distribuciju

1
PV =1]= 5 — ol =1 B[Y; = -1].

2 2yn

Rezultati slijede istom metodom kao gore.

2.4 Vjerojatnost propasti

Prisjetimo se klasicnog procesa rizika; sukcesivne Stete osigurateljnog drustva
su nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable Z;, 7 = 1,2,3,....
Nadalje, stete dolaze po Poissonovom procesu Ny, t > 0, (nezavisnom od
niza Z;). S druge strane, drustvo ima deterministicki prihod ct kroz [0, 1],
gdje je ¢ bruto premijska stopa. Vjerojatnost propasti s pocetno rezervom u

e
Ny

w(u):]P’[u+ct—ZZj<Ozanekit>O]. (11)

j=1
Parametri problema su stopa dolazaka steta, o = %E[Nt], srednja Steta p =
E[Z;] 1 drugi moment $teta m = E[Z?]. Ukupne Stete (do trenutka t)

N¢
Sy = Z Zj (12)
j=1
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imaju ocekivanje aut i varijancu amt Sto se moze provjeriti upotrebom for-
mule potpune vjerojatnosti (uvjetujte na N, = n).
Ako je premijska stopa c izjednacena sa apu, srednje stete jednake su prihodu;
propast je sigurna u tom slucaju. Da bi se to izbjeglo, primjenjuje se doplatak
za stgurnost p u sljede¢em smislu:

c=1+pap tj p= i (13)

ap

Funkcija 9 (u) ne moze se opéenito izracunati egzaktno, osim u specijalnim
slucajevima distribucija steta. Mi ¢emo, medutim, izvesti aproksimaciju za
Y (u) koja vrijedi uz izvjesne uvjete nezavisno o detaljima distribucije steta.
Ideja je sljedeca: upotrijebimo (12) da bismo zapisali (11) u obliku

U(u) = P[Stgg(é’t —ct) >ul = P[ﬁgg(é‘wcm > ul (14)

gdje je v proizvoljan. Uz odgovarajuce centriranje i normalizaciju, S, ¢e
konvergirati prema Brownovom gibanju kada v — o0; u pripremi za to,
napisimo (14) u obliku

Y(u) =P {St;lg (S”i/;vigw _Le _;O%tﬁ) > \/Og_m} . (15)

Slucajni ¢lan u (15) konvergira po distribuciji kao proces prema standar-
dnom Brownovom gibanju kada v — oo; ¢injenica da je broj ¢lanova u sumi
Sy slucajan ne pretstavlja problem budu¢i da je N; nezavisan od Z;-ova i
lim,_, Nt — ot
Za sada metoda izgleda donekle umjetna; medutim, postoji prirodan velik
parametar u problemu, naime omjer u/u rezerve prema srednjoj steti. Stoga
pustamo da u/p tezi u beskonaénost zajedno s v. Zbog oblika zadnjeg clana

u (15), ispravno skaliranje je

u
n V- (16)
Pogledamo li sada drift

(c =Vt _ ppyont
vam vm

vidimo da doplatak za sigurnost moramo skalirati kao

p
v "
Poglavlje 6, stranica 10 (© Faculty and Institute of Actuaries
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ako zelimo dobiti netrivijalan limes.

Jos uvijek postoji tehnicka poteskocéa: bududi da se supremum u (15) odnosi
na beskonacan interval [0, 00), odgovarajuéi funkcional nije automatski nepre-
kidan. Poteskoca se moze razrijesiti koristenjem cinjenice da je drift negati-
van, Sto nas vodi do difuzijskog limesa za vjerojatnost propasti:

. _ Q 1
= lim o =P |sup | B; — —t) >
s v Lzﬁ)( Y ) Fam]

u=py
p=n/v

gdje je B; standardno Brownovo gibanje.
Ekvivalentno,
Yp =P, < x|
gdje je y = pu/v/am, a 1, je vrijeme prvog pogadanja y za Brownovo gibanje
s driftom X; = B; — vt, v = puy/a/m. Posljednja formula u Rezultatu 6
daje
wD _ e—QyV — 6—2;L2ﬁ/m — 6—2puu/m )

Difuzijska aproksimacija vrijedi kada je u/u velik, a p malen na nacin da je
pu/ i umjeren.

Gornja metoda moze se prosiriti na izracun vjerojatnosti propasti na kona¢nom
vremenskom horizontu, te pokrivanje ne-Poissonovskih dolazaka steta.

3 Difuzije

U ovom odjeljku poopc¢avamo Brownovo gibanje i napustamo pretpostavku o
nezavisnosti prirasta, ali zadrzavamo Markovljevo svojstvo. Proces X;, t > 0,
s prostorom stanja S = R ze zove proces difuzije ako

(i) ima Markovljevo svojstvo
(ii) ima neprekidne trajektorije
(iii) postoje funkcije u(t,x) i o2(t,z) takve da kada h — 0+

E[Xin — X¢| Xy = 2] = hu(t,z) + o(h)
E[(Xyyun — X)) | Xe =2] = ho?(t,x) +o(h)
E[|Xeon — Xi’ | X = 2] = o(h).

(© Faculty and Institute of Actuaries Poglavlje 6, stranica 11
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O difuziji mozemo razmisljati kao o lokalno Brownovom gibanju s driftom,
ali s varijabilnim koeficijentom drifta u(t, ) i koeficijentom difuzije o(t, x).
Ta dodatna fleksibilnost vrlo je vrijedna pri modeliranju. Promotrimo na
primjer trenutnu kamatnu stopu Ry; ako je modeliramo kao R; = .+ X; gdje
je ry deterministicka centralna stopa, a X; je slucajna fluktuacija, prirodno
je zahtijevati da X, prikazuje neku tendenciju vrac¢anja na srednje. To se
postize odabirom za X; difuzije s koeficijentima

u(t,z) = —vyx, o*(t,r) = o? (18)

za neki v > 0. Takav proces poznat je kao Ornstein-Uhlenbeckov proces; o
njemu mozemo misliti kao o neprekidno vremenskoj verziji klase autoregre-
sivnih procesa.

3.1 Jednadzbe unatrag i unaprijed

Koncentriramo li se na vremensko homogene difuzije (za koje je u(t,z) =
w(z), o(t,x) = o(x)), Markovljevo svojstvo implicira da vrijede Chapman-
Kolmogorovljeve jednadzbe za njihove prijelazne gustoce:

Pz, y) = /_OO Py(x,2)Py(z,y) dz . (19)

[e.9]

Te jednadzbe mogu se dalje iskoristiti za izvod parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi za P(z,y).

Rezultat 6 (jdnadzbe unatrag za difuzije)

Pretpostavimo da us p(z) i o(x) neprekidno diferencijabilne i da je o(z) > 0
za sve x. Tada za t > 0 odgovarajuci proces difuzije ima prijelazne vjerojat-
nosti P(z,y) koje su jedanput diferencijabilne po t i dvaput diferencijabilne
po x. Nadalje,

0 0 1 02

Tezak dio dokaza je diferencijabilnost od P,(x,y). Ostatak ide kako slijedi:
oduzmemo P;(z,y) od obje strane u (19), podijelimo sa s i pustimo s u nulu;
lijeva strana tezi prema %Pt(x, y). Desna strana se moze zapisati kao

lim ~(E[P,(X,, y) | Xo = 2] — Pi(r,)) . (20)

s—0 S
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Uoc¢imo li da je, za male s, X, blizu x, mozemo primjeniti Taylorov razvoj
oko z (za fiksne t,y):
1 0?

0
Pi(X,,y) = Pz, y)+(Xs—$)a—th(l’7 y)+§(Xs—l’)2@Pt($a y)+O(|Xs—z|’) .

Upotrebom svojstva (iii) u definiciji difuzije, (20) mozemo procitati kao i §to
je najavljeno

0 1, 0
M(m)%ﬂ(% y)+ 57 (@@Pt(ﬂfa y).
Uz odgovarajuée pretpostavke moze se takoder izvesti i jednadzba unaprijed
(poznata i kao Fokker-Planckova jednadzba):

9 py(e,) = —L (o) P ) + 22 (02 Pul )

ot dy 2 0y?
Ako postoji stacionarna vjerojatnosna gustoéa 7(y), ona mora zadovoljavati

)T = 52 ()l (21)

Za Ornstein-Uhlenbeckov proces je p(z) = —yz i o*(z) = z, i rjesenje jed-
nadzbe unatrag s poc¢etnim uvjetom koncentriranim u nuli je

Py(,y) = gaw(y —ze ™)
gdje je a(t) = %(1 — e~ ). Asimptotska gustoéa
lim P(z,y) = -2 (y)
t—o00 2

moze se dobiti direktno kao rjesenje od (21).

Ako promatramo deterministicku funkciju f(X;) difuzije, dobit ¢emo ponovno
difuziju u slucaju da je funkcija f invertibilna i dovoljno glatka.

U Poglavlju 2 smo diskutirali da se logaritam cijene dionice moze modelirati
procesom sa stacionarnim nezavisnim prirastima. Ako tome dodamo zahtjev
da krivulje cijena trebaju biti neprekidne, to povlaci

S
X, = log—t =oB; + ut
So
ili
S, = Spe?Brtut (22)
gdje je B, standardno Brownovo gibanje. Proces cijena S; dan s (22) poznat

je kao geometrijsko Brownovo gibanje. To je proces difuzije s koeficijentima
o%(x) = o%x?, u(x) = z(pu + 0 /2). Broj o zove se volatilnost dionice.
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4 Stohasticki racun

4.1 TItov integral

U pokusaju da razvijemo diferencijalni racun za Brownovo gibanje i ostale
difuzije, moramo se suociti s ¢injenicom da su njihove trajktorije nigdje difer-
encijabilne.

Rezultat 7
Neka je B; Brownovo gibanje. Tada

P[t — B; je diferencijabilno za neki o] = 0.

Dokaz ovog rezultata prilicno je tezak; s druge strane, sljede¢u tvrdnju je
jednostavno dokazati:

Za svaki tg > 0, P[t — B, je diferencijabilna u ¢y = 0.

Neka je Dy, skup svih Brownovskih putova koji su diferencijabilni u #,:

1 ,
Dy, = {lim—(BtoJr6 — By,) postoji } C {hm 2/(Byy41/2i — By,) postoji }

0 € Jj—00

m .
C {postoje n,m € N takvi da je | By, 11/20 — By, | < o5 Zasve ] > n} .

Posljednji dogadaj moze se zapisati u obliku Uy, A, ., gdje je

m ‘ ~ m
Avm = {‘Bt0+1/2j — By| < gza svej > n} = ﬂ {Bt0+1/2j — By,| < 27}

j=n

I
m m
C JOL{BtO+1/2j — By, | < 5} C {Bt0+1/2j — By, | < 2—]} zasvel>n.

Stoga za sve [ > n:

m m m
PlAum] <P ||Bigsijz = Bul < 55| =P|IBiyal < 5| =P |1B1) < 575 -
Buduéi da je [ > n proizvoljan, mozemo pustiti [ — oo i zakljuciti da je
P[A,..m] =0, te zato i P[Dy,] = 0.
S obzirom na gornji rezultat, direktan pristup stohastickim integralima tipa
fot Y, dB; je osuden na propast; medutim, takvim Itovim integralima moze se
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dati smisao za prikladnu klasu sluc¢ajnih integranada Y, pomocu indirektne
metode koju ¢emo sada opisati.

Zapocnimo s jednostavnim procesima adaptiranim u odnosu na prirodnu
filtraciju (F;)i>0 Brownovog gibanja:

Y. — Yo 0<s<t
s Y1 tlgng

gdje je Yy Fo-izmjeriva, a Y7 je Fi,-izmjeriva.
Za takve procese zatjevamo da integral ima ocigledno svojstvo:

/tYSdBSZ{ Yy B, akoietﬁtl
0 YbBt1+}/1(Bt—Bt1) akOJetZtl.

Uoc¢imo sada da dobiveni proces ima sljedeca svojstva:
(i) fot Y, dB; je martingal
(i) E[J; YsdBs] =0
(iii) E[(J} Y, dB)] = hE[YZ] + (T — t)E[y?] = E[J} V2 ds]
(iv) trajektorije od [) Y, dB, su neprekidne.

Gornja svojstva je jednostavno provjeriti; nadalje, ona se mogu prosiriti do
adaptiranih integranada koji se sastoje od konacnog broja slucajnih koraka.
Konacno, zbog svojstva ¢uvanja norme (iii), [tov integral se moze na jedin-
stven nacin prosiriti do adaptiranih kvadratno integrabilnih integranada (t.j.,
E[Y? ds] < o0) tako da svojstva (i)-(iv) ostanu sacuvana.

Na taj nacin je Itov integral dobro definiran; neka od njegovih svojstava
su jako razli¢ita od svojstava obi¢nog integrala. Na primjer, f(f By dB; ne
moZe biti jednak 1B?, jer to nije martingal. U stvari, znamo da je 1(B? — 1)
martingal, i moze se pokazati pomocu gornje definicije da je

t
1
/ BLdB, = 5(B] ~1). (23)
0

lako pravi stohasticki diferencijalni racun ne moze postojati zbog Rezultata
6, uobicajeno je u praksi ppisati izraze oblika

t t
Xt:X0+/ st35+/ Z, ds (24)
0 0
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u diferencijalnoj oznaci, naime,
dX; =Y,dB, + Z,dt . (25)
Naglasavamo da je (25) samo kratica za (24). U toj notaciji (23) glasi
B,dB, = %d(Bf) — %dt
odnosno nakon preuredenja,
d(B?) = 2B, dB; + dt (26)

Kljucni rezultat stohastickog racuna je

Rezultat 8 (Itova lema)
Neka je Xy, t > 0, oblika (25), te neka je f : R — R dvaput diferencijabilna;
tada je f(X;) ponovno oblika (25) sa

1
df (Xy) = f(Xo)YedBy + [f'(X4) Ze + §f”(Xt)Y;2] dt.
Uocite kako je konstruirana desna strana u gornjoj formuli:

e upotrijebite Taylorovu formulu do drugog reda za zapis df (X;) = f/(X;) dX;+
3 /(X (dX:)

e supstituirajte dX; = Y, dB; + Z; dt u gornjoj formuli

e pojednostavnite clanove drugog reda upotrebom sljedec¢e “tablice mnozenja”:

dt | dB;
dad | 0] 0
dB; | 0 | dt

Moze se provjeriti da taj postupak reproducira (26).
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4.2 Stohasticke diferencijalne jednadzbe

Razmotrimo ponovno Ornstein-Uhlenbeckov proces pomocu Itove formule;
definiramo ga formulom

dXt = —’YXt dt +o0o dBt (27)

gdje su vy, 0 pozitivni parametri.

Izraz (27) poznat je kao stohasticka diferencijalna jednadzba, buduéi da se
nepoznat proces X; pojavljuje na obje strane jednadzbe; naravno, to je krat-
ica za integralnu jednadzbu:

t t
Xt:XO—fy/ Xsds+a/ dB, .
0 0

Rjesavamo (27) upotrebom standardnih metoda diferencijalnih jednadzbi:
buduéi da je ce™ opce rjesenje od dX; = —y X, dt, trazimo rjesenje od (27)
u obliku

Xt == Ute_wt .
Imamo
dUt = d(e“’tXt) = ’y@ftht dt + €7t dXt
ve " Xy dt + " (—y X, dt + 0 dB;) = o€ dB;.
Stoga je

t
Ut:Uo—i-a/ e’ dB,
0

1 konzekventno
t
X, =e U, = Xge "' + 0/ "t dB, . (28)
0

Uocite kako nam (28) daje direktnu reprezentaciju Ornstein-Uhlenbeckovog
procesa X;, za razliku od od formule za njegove prijelazne vjerojatnosti iz
odjeljka 3. Svojstva od X, se jednostavno dobivaju iz (28) upotrebom:

Rezultat 9 Neka je f: [0,00] — R deterministicka funkcija. Tada vrijedi:
(i) M; = exp{fot f(Bs)dBs — %fot f?(s)ds} je martingal,
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(ii) fg f(Bs) dBs ima Gaussovu distribuciju s o¢ekivanjem nula i varijancom

fot f2(s)ds.

Dio (i) je jednostavna generalizacija ¢injenice da je ABe— 3Nt martingal; dio
(ii) odmah slijedi iz (i), jer, zbog toga $to martingali imaju konstantno

ocekivanje, vrijedi

Elexp () | F(BydB, JNGCID B

te stoga
[ o /(B dBe) — o5 I8 P (s)ds

sto je funkcija izvodnica momenata N(0, [; f3(s) ds) distribucije.
Kao rezultat slijedi da je vjerojatnosna distribucija od X; jednaka N (Xpe™ 7, % (1—

2
2.

Pouéno je usporediti ova svojstva sa svojstvima AR(1) procesa oblika

e~21) a asimptotska distribucija je N(0

Xn = aXn—l + ﬁYn

gdje je Y, bijeli sum s ocekivanjem nula i varijancom jedan. Taj proces ima
ocekivanje i varijancu
2n
1 —a
1—a?

E[X,] = a" Xy, Var[X,| = 3

Te vrijednosti odgovaraju vrijednostima OU procesa ukoliko stavimo

a=c¢e" ﬁ—QZU—Q.
"1-0a% 2y

U stvari, veza ide i dublje: Ornstein-Uhlenbeckov proces je neprekidna verzija
AR(1) procesa na isti na¢in kao $to je Brownovo gibanje neprekidan limes
slucajne Setnje.

Cesto upotrebljavan model trenutne kamatne stope r; je Vasicekov model:
dry =a(b—ry)dt + o dB;.

Odmah se vidi da je r;—b (devijacija od sredi¢nje stope b) Ornstein-Uhlenbeckov
proces.
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Za kraj ovog odjeljka, promotrimo stohasticku diferencijalnu jednadzbu
dSt = OéSt dt + USt dBt . (29)

Podijelimo sa S; da bismo separirali varijable:

1
—dS, = adt+odB;.
St
Kada bismo radili sa obi¢nom diferencijalnom jednadzbom, integracija bi
vodila do izraza ot + o B; za log(S:/S), te zato do Syexp{at + o B;} za S;.
Da bismo rijesili problem unutar stohastickog racuna, upotrijebimo Itovu
formulu za izracun d log S;:
1 1 /-1
dlogS, = —dS;+ = | —5 | (dS,)?
0g ot S, t+2(St2)( +)

= (a— %cr?) dt + o dBy
Napisano u integralnoj formi to postaje
log S; = log S + (v — %UQ)t + 0B,
odnosno, konacno,
Sy = Spexp |(a — %UQ)t + 0B,

Dakle, rjesenje od (29) je geometrijsko Brownovo gibanje s parametrima p =

o — %(72, usporedite s (22). Obratno, stohasticka diferencijalna jednadzba
¢ije s rjeSenjem (22) je

2

dS, = (u + %)St dt +odB,.

Jednadzba (22) je standardni model za cijenu rizicne imovine kao sto je
dionica.

Uocimo da je distribucija od Sy lognormalna, sto znaci da je log S; normalno
distribuirana. Prisjetimo se da ako je S lognormalna s N (u, 02) distribucijom

za log S, tada je
E[5"] = Mt

tako da je E[S] = e+ i Var[S] = (¢”* — 1)e¥+7"
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5 Lévyjevi procesi

U odjeljku 3 generalizirali smo Brownovo gibanje dopustaju¢i da prirasti
ne budu nezavisni ili jednako distribuirani. Ovdje nastavljamo s drugom
vrstom prosSirenja: dopustamo da proces skace. To moze biti prednost pri
modeliranju financijskih cijena.

Lévyjev proces X;, t > 0, je stohasticki proces sa skupom stanja S = R i
sljede¢im svojstvima:

(i) X; ima nezavisne priraste
(ii) X; ima stacionarne priraste

(iii) trajektorije t — X; imaju najvise prekide tipa skok (t.j., neprekidne su
zdesna i imaju limese slijeva u svakom vremenskom trenutku).

Gornja definicija ukljucuje i Brownovo gibanje (kada su dozvoljeni skokovi u
stvari odsutni), i Poissonov proces (kada je jedini na¢in na koji se X; moze
promijeniti dan jedini¢nim skokovima prema gore); slozeni Poissonovi procesi
su takoder ukljuceni. U stvari, u smislu koji ¢e biti poslije objasnjen, naj-
opcenitiji Lévyjev proces je zbroj Brownovog gibanja i superpozicije procesa
srodnih Poissonovom.

5.1 Beskonacno djeljive i stabilne vjerojatnosne dis-
tribucije
Za svaki cijelei broj n mozemo pisati

n—1

Xy = Xo =) (Xeygana — Xeja)

j=0

gdje je A = t_TS Tako za svaki dani n, prirast X; — X, moze biti zapisan kao
zbroj nezavisnih jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli (njihova distribu-
cija ovisi o n); takvo svojstvo zove se beskonacna djeljivost distribucije pri-
rasta. Beskonacno djeljive vjerojatnosne distribucije temeljito su proucavane;
na primjer, postoji reprezentacija karakteristicne funkcije (t.j., Fourierove
transformacije) najopcenitije beskonacno djeljive distribucije. Gaussova i
Poissonova distribucija su beskonacno djeljive.
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Specijalan sluc¢aj beskonacno djeljivih vjerojatnosnih distribucija je klasa sta-
bilnih distribucija: to je familija svih mogucih grani¢nih distribucija sluc¢ajnih
varijabli oblika
X1+X2++Xn_an
Bn

gdje su slucajne varijable X, nezavisne i jednako distribuirane (nedegener-
irane), a «,, 3, su proizvoljni parametri centriranja i skaliranja. U stvari,
moze se pokazati da opcenitost nije smanjena ako se ograni¢imo na skali-
rajuée faktore oblika 3, = n'/*, a € (0,2]. Broj « se naziva indeks stabilne
distribucije.

Najopcenitija stabilna karakteristi¢cna funkcija je

¢(>\) _ E[eiAX] _ 6ic>\—b|/\|"‘(1—&-1‘H(sgn(>\)wa(/\)) (30)

gdje je
w()\):{ tan %¢  ako je o # 1

% log|A| akoje a=1

a ¢, b, H su realne konstante i indeks o € (0, 2].
Za simetricne distribucije ¢(\) je realna te je najopcenitija simetricna sta-
bilna karakteristicna funkcija:

p(\) =e " 0 e(0,2]. (31)

Gaussov slucaj je jednostavno o = 2, dok Cauchyjeva vjerojatnosna gustoca

1

f(%‘):m

—o0<T <00

odgovara slucaju o = 1. Usprkos jednostavosti izraza (31) niti jedna druga
simetricna stabilna gustoca nije poznata u zatvorenom obliku.

Vec¢ smo se susreli s nesimetricnom stabilnom gustoc¢om: vjerojatnosna dis-
tribucija (9) vremena prvog pogadanja za Brownovo gibanje je stabilna s
indeksom o = 1/2 i parametrom H = 1.

Bududi da je E(X?) = —¢"(0), iz (30) slijedi da je Gaussova distribucija
(v = 2) jedina stabilna distribucija s konaénom varijancom (Cinjenica koja
nije iznenadujuéa u svijetlu centralnog graniénog teorema). Stabilne ne-
Gaussovske distribucije se ponekad opisuju kao distribucije “teskog repa”:
njihova vjerojatnosna gustoca opada suvise polako da bi dopustala druge
momente. Takvo svojstvo je bilo zagovarano za povrat finacijskih imovina.
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5.2 Struktura Lévyjevih procesa

Da bismo razumijeli prirodu opéeg Lévyjevog procesa X;, oznacimo sa NV;(a, b)
broj skokova od X velicine x € (a,b) za vrijeme perioda s € (0,t]. Proces
Ni(a,b) moze se konstruirati kako slijedi: definirajmo skok od X; u s sa

AX, =X, — X,o = X — lim X .

e—0
e>0
i neka je I(qp) indikator od (a,b):
a <z <bl akoje
lap(@) = { 0 inace.
Stavimo sada
Ni(a,b) = > Iup(AX,). (32)
0<s<t

Uocimo kako je gornja suma, koja na prvi pogled izgleda kao suma po
neprekidnim vrijednostima s (te stoga nepropisno definirana), u stvari konacna
suma ukoliko 0 ¢ (a,b) (t.j., a 1 b su istog predznaka); to je zato $to zbog
neprekidnosti zdesna i postojanja limesa slijeva trajektorija od X, postoji
samo kona¢no mnogo skokova veli¢ine koja premasuje a (ako je a > 0)
u svakom konacnom vremenskom intervalu. Uocite kako (32) funkcionira,;
Ni(a,b) biljezi ukupan broj skokova specificirane veli¢ine za vrijeme (0, t];
kako t raste, N;(a,b) mijenja se jedini¢nim skokovima na gore. Nadalje,
Ni(a,b) nasljeduje od X; svojstva stacionarnosti i nezavisnosti svojih pri-
rasta; rezultat toga je da je Ny(a,b), za sve a,b, 0 ¢ (a,b) Poissonov proces
s parametrom A(a, b).
Srodan proces je:

To(a,b) = Y AX Iy (AX,). (33)

0<s<t

To je doprinos Lévyjevom procesu X, onih skokova ¢ija je veli¢ina u (a,b).
Fundamentalno opazanje je:

Rezultat 10
Neka je Xy, t > 0, Lévyjev proces i definiramo proces skokova J;(a, b) pomocu
(33). Tada su J;(a,b) i X; — Ji(a,b) nezavisni Lévyjevi procesi.
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Gornja dekompozicija moze se profiniti u Ji(a,b), Ji(c,d), Xy — Ji(a,b) —
Ji(c, d) i svako komponenta nezavisna je od preostalih ako je (a,b)N(c, d) = 0.
I tako dalje u beskonacnost, sve dok se ne dobije zbroj Lévyjevog procesa
bez skokova, $to je Brownovo gibanje, i (neprekidno indeksirane) superpozi-
cije procesa skokova; svaka komponenta takve dekompozicije nezavisna je od
ostalih.

Prepostavka da je logaritam cijena dionica proces s nezavisnim stacionarnim
(ali ne nuzno Gaussovim) prirastima, vodi nas da (22) zamijenimo s

St = SoeXt (34)

kso modelom cijena dionica, gdje je X;, t > 0, neki Lévyjev proces.
Mogu¢nost modeliranja skokova u krivulji cijena glavna je prednost modela
(34) u odnosu na (22).
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POGLAVLJE 7 - “MONTE CARLO”
SIMULACIJA STOHASTICKOG PROCESA

Nastavni ciljevi: (vii) Objasniti koncepte “Monte Carlo” simiulacije sto-
hastickog procesa upotrebom niza pseudoslucajnih brojeva.

1. Opisati kako se prividno pseudosucajni brojevi mogu generirati pomoc¢u
racunala.

2. Opisati kako se moze generirati pseudoslucajan izbor iz specificirane
distribucije.

3. Objasniti kako se moze generirati niz skupova koreliranih normalnih
slucajnih brijeva.

4. Objasniti nedostatke upotrebe istinskih sluc¢ajnih brojeva u odnosu na
pseudoslucajne brojeve.

5. Objasniti okolnosti u kojima bi se isti skup slucajnih brojeva upotrije-
bio za dva skupa simulacija, te okolnosti u kojima bi se koristili razli¢iti
skupovi.

6. Diskutirati kako odluciti koliko se simulacija treba provesti za pojedinu
specificnu svrhu.

0 Uvod

S dolaskom brzih personalnih rac¢unala “Monte Carlo” simulacije postale su
jedan od najkorisnijh alata u aktuarskoj profesiji. Jedan od razloga Siroke
upotrebe “Monte Carlo” metoda je ¢injenica da velika veéina vaznih prob-
lema nije podlozna analitickom rjesenju. Drugi razlog je taj da je relativno
lagano savladati (barem) osnovne koncepte tehnika “Monte Carlo” simu-
lacija. Bez sumnje se snaga “Monte Carlo” metoda silno poveéa va kada se
simulacije kombiniraju s analitickim tehnikama.

Sljedeca standardna terminologija koristit ¢e se kroz ovo poglavlje.
Slucajni broj je realizacija slucajne varijable generirane racunalom iz Uy y
distribucije (uniformna distribucija na [0, 1]).

Velika masna slova (kao X, Y, Z) koriste se za oznacavanje slucajnih varijabli.
Mala slova (kao w1, 410, 2) sa ili bez indeksa koriste se (ali ne ekskluzivno) za
oznacCavanje realizacija slucajnih varijabli.
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1 Generiranje pseudoslucajnih brojeva pomocu
racunala

Daleko najuspjesniji generatori slucajnih brojeva danas su linearni kongru-
entni generatori (LKG). LKG je specificiran izborom tri pozitivna cijela
broja:

a, multiplikator;

c, prirast;

m, modul; m>a,m>c
Da bismo dobili Zeljeni niz slu¢ajnih brojeva x1, zo, ..., x N, prvo generiramo
niz cijelih brojeva X, Xs,..., Xy pocevsi od pocetne vrijednosti Xy (koja

se naziva sjeme). Niz cijelih brojeva generiran je upotrebom rekurzivnog
pravila
Xpi1 = (aX, +¢)(mod m), n=0,1,2,..., N —1.

Nakon toga, x;. se definira kao Xy /m, k=1,2,..., N.

Jasno je da svaki LKG proizvodi deterministicki niz, t.j., svaki broj X (te
stoga 1 zy) unaprijed je poznat ¢im specificiramo Xy, a,c, i m. Nadalje,
LKG uvijek proizvodi periodican niz s periodom p < m. Usprkos tomu,
kada su parametri a, ¢, m odgovarajuée odabrani, niz {z,, = X,,/m}Y_ (gdje
je N manji od, recimo, 0.1p) prolazi sve standardne statisticke testove za
realizaciju niza nezavisnih slucajnih varijabli uniformno distribuiranih na in-
tervalu [0, 1].

Da bismo dobili veliki period p, modul m se obi¢no bira blizu maksimalnog
cijelog broja rac¢unala. Popularni izbor je m = 23 — 1. Da bi se osigurala
visoka kvaliteta pseudoslucajnih brojeva, multiplikator a mora se pazljivo
izabrati. Jedan od moguéih izbora za multiplikator kada je m = 23! —1 je
a = 16807. Da bi se ubrzalo generiranje niza X;, X, ..., X, prirast ¢ cesto
se stavlja jednak 0. Na srec¢u, izbor ¢ = 0 ne reducira znacajnije “slucajnost”
generiranog niza (ako Xy # 0). Specificirani LKG (kojeg su prvi predlozili
Lewis, Goodman i Miller 1969.)

X, = (16807X,)(mod 2°" — 1),
Xn—',—l
231 1’

Tn+1
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primjer je Cesto koriStenog generatora pseudoslucajnih brojeva. Period p
ovog LKG je 23t — 2.

Produkt a i X,, u LKG prelazi maksimalnu vrijednost 32-bitnog cijelog broja
ako je X, > 23'/a. Stoga je nemoguca direktna implementacija LKG sa
m = 23 — 1 u naprednom jeziku. Schrage je predlozio sljedeéi algoritam
koji omogucava zaobilazenje tog problema. Prvo, modul se reprezentira u
obliku m = aq +r, gdje je r < q, te se tada aX,,(mod m) ra¢una upotrebom
identiteta

a(X,(mod q)) —r|X,/q|, a(X,(mod q)) > r|X,/q|,
it = SN, )28
gdje je [X,,/q] cijeli dio od X,,/q. Taj izraz ni u jednom trenutku ne ukljucuje
brojeve veée od m. Mogué izbor brojeva q i r za LKG s m = 23! — 1 i
a = 16807 dan je s ¢ = 127773 i r = 2836.
Dva druga moguéa izbora za multiplkator LKG s m = 23 —11i ¢ = 0 su
a = 48271 (sa, recimo, ¢ = 44488 i r = 3399), i a = 69621 (sa, recimo,
q = 30845 1 r = 23902). Osim ovih ne bi se trebala koristiti niti jedna druga
vrijednost multiplikatora a.

2 Generiranje slucajnih brojeva iz specifici-
rane distribucije

Glavne opée metode generiranja slucajnih brojeva su:
e metoda inverzne transformacije,
e metoda prihvac¢anja i odbijanja.

Postoje specijalni algoritmi za generiranje slucajnih brojeva iz vaznih dis-
tribucija. Na primjer, Box-Mullerov algoritam i polarni algoritam koriste se
za generiranje slucajnih brojeva iz standardne normalne distribucije.

U ovom odjeljku uvijek pretpostavljamo da su nam dostupni sluc¢ajni brojevi
iz Upo 17 distribucije - uniformne distribucije na intervalu [0, 1]. Zaista, mnogi
standardni kompjutorski programi su sposobni generirati takve slucajne bro-
jeve.

(© Faculty and Institute of Actuaries Poglavlje 7, stranica 3



Predmet 103 “Monte Carlo” simulacija 2000

2.1 Metoda inverzne transformacije

Pretpostavimo da nam je potreban algoritam za generiranje nezavisnih slucajnih
brojeva iz distribucije F, te neka je F'(x) odgovarajuéa funkcija distribucije.
Neka je F~1(y) inverzna funkcija od F(z), definirana za sve y izmedu 0 i 1.
Ako je sluc¢ajna varijabla U uniformno distribuirana na intervalu [0, 1], tada
slucajna varijabla X = F~1(U) ima funkciju distribucije F(z). Zaista,

P(X <) =P[F'(U) < 2] =P[U < F(z)] = F(x).

Dakle, za generiranje slucajnog broja x iz distribucije F, mozemo koristiti
sljede¢i dvokoracni algortiam.

1. Generirati slucajna broj u iz Uy y).
2. Vratiti z = F~(u).

Primjer. Slucajna varijabla X ima Weibullovu distribuciju (s parametrima
a> 01/ >0) ako je njezina vjerojatnosna gustoca dana sa

flz) = { af=x®texp[—(z/F)*], za 0 <w < oo

0, inace

Funkcija distribucije od X dana je sa

Fla) = P(X < z) = / " dr f(r) =1 - expl—(x/5)°.

—0o0

Da bismo pronasli inverznu funkciju od F(z) moramo rijesiti jednadzbu y =
F(x) po varijabli x. Zato je inverzna funkcija F~!(y) rjesenje jednadzbe

y =1—exp[—(x/B)"],

i dana je sa
F~l(y) = Bl—log(1 — y)]"/*.

Dakle, da bismo generirali slucajni broj iz Weibullove distribucije, mozemo
koristiti sljedeé¢i algoritam

1. Generirati slucajna broj u iz U ;.

2. Vratiti @ = B[~ log(1 — u)]*/*.

Poglavlje 7, stranica 4 (© Faculty and Institute of Actuaries



2000 “Monte Carlo” simulacija Predmet 103

Glavni nedostatak metode inverzne transformacije je potreba za eksplicit-
nim izrazom za inverz funkcije distribucije F'(x). Na primjer, za generiranje
slu¢ajnog broja iz standardne normalne distribucije upotrebom metodom in-
verzne transformacije, treba nam inverz funkcije distribucije

1 r —t2/2
— e dt .
V 2 /oo

Medutim, u ovom slucaju ne moze se naci eksplicitno rjesenje jednadzbe
y=F(z).

F(z) =

2.2 Metoda inverzne transformacije za diskretne slucajne

varijable

Neka je X diskretna slucajna varijabla koja poprima samo vrijednosti x1, xo, . . .

gdje je x1 < x2 < ...xn. Distribucija P slucajne varijable X dana je sa
PX=xi=p;, zat=12,... N,

gdje je p; > 0 za sve i, i ZfV:1 =1
Funkcija distribucije slucajne varijable X dana je s

F(z)=PX <z|= Zpl,

i X <x

gdje se sumira po indeksima i takvim da je y; < z. Ako je z < xi, tada je

Zi: Xi <x bi = 0.
Sljededi algoritam generira sluc¢ajni broj iz distribucije P.

1. Generirati slucajna broj u iz Ujp ;.
2. Nadi pozitvni cijeli broj i takav da je F\(x;—1 < u < F(x;).

3. Vratiti z = x;.

Ocigledno je da algoritam moze dati samo sluc¢ajne brojeve iz skupa {x1, xa2, - - -

Vjerojatnost da je vracena odredena vrijednost z = x,, dana je s

P[“x = x,, je vraceno”| = P[F(xn-1) < u < F(xn)] = F(xn)—F(Xn-1)] = Pn -

Stoga gornji algoritam zaista generira diskretni sluc¢ajni broj iz distribucije

P.
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2.3 Metoda prihvaéanja i odbijanja

Da bismo metodom prihva¢anja i odbijanja generirali slucajni broj iz dis-
tribucije F s gusto¢om f(x) prvo moramo reprezentirati f(x) kao

f(x) = Ch(z)g(z),

gdje je C' > 1 konstanta, h(x) je jednostavnija vjerojatnosna gustoca, i 0 <
g(x) < 1. Uocimo da buduéi da je f(x) vjerojatnosna gustoca, mora vrijediti
C~' = [7_h(z)g(z) dz. Nakon sto je pronadena odgovarajuca reprezentacija
za f(x), mozemo koristiti sljedeéi algoritam.

1. Generirati slucajna broj u iz Uy 1.
2. Generirati slucajni broj y iz distribucije s gustoéom h(z).
3. Ako je u > g(y) i¢i na korak 1, dok ako je u < g(y) vratiti x = y.

Da bismo pokazali da gornji algoritam zaista generira sluc¢ajni broj iz dis-
tribucije s gustotom f(x) trebamo pokazati da je x realizacija sluc¢ajne vari-
jable X s vjerojatnosnom gusto¢om f(x). Prva dva koraka algoritma ukljuc¢uju
generiranje slucajnih brojeva u i y, koji su realizacije slucajnih varijabli U i
Y. Realizacija x sluc¢ajne varijable X je generirana ako i samo ako se dogodi
dogadaj U < ¢(Y), u kojem slucaju je X =Y. Stoga je funkcija distribu-
cije od X jednaka uvjetnoj distribuciji slucajne varijable Y uz dan dogadaj
U < ¢(Y). To znadi,

Fy(z) = PX <x] = BY <2|U < g(y)] = L =0 U= 9(¥)],

P[U < g(Y)]
Upotrebom formule potpune vjerojatnosti dobivamo
PlY <z,U <g(Y)] = / dsPlY <z,U < g(Y)|Y = s|h(s)

x x

= / dsP[U < g(s)]h(s) :/ ds g(s)h(s) .

—00 —00

Na isti nacin
oo

PWSQWNz/ ds g(s)h(s) = O

—00
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Zato je

xT

Fx(z) =PX <z| = C’/ ds g(s)h(s).

—00

Slijedi da je vjerojatnosna gustoca slucajne varijable X dana s

XD _ ¢ gahia).

sto se podudara s zeljenom vjerojatnosnom gustoéom f(x).

Primjer. Generirajte slucajnu varijablu x iz distribucije & s gusto¢om

f(:z:):{ e~ zax>0,

VT
0,

inace,

upotrebom metode prihvac¢anja i odbijanja.

Izaberimo
e, zal0<zx<1,
glx) =< 7Y% zal<z < oo
0 inace ,

224 e ) zal<o <1,
h(z) = e 2+e ), ral<z <o
0 Inace .

Da bismo imali f(z) = C h(x)g(x) moramo staviti C' = (2 + e~ 1) /\/7.
Sljededi algoritam (metoda inverzne transformacije) moze se koristiti za gener-
iranje sluc¢ajnog broja y iz distribucije H - distribucije s gustoéom h(x).

1. Generirati slucajna broj u iz Ujg ;.

2. Akojeu < 2/(2+e7 1) vratitiy = 4(2+e )u?, aako jeu > 2/(2+¢e 1)
vratiti —log[(1 —u)(2 + e 1)].

Algoritam za generiranje slucajnog broja iz distribucije & je dan sa
1. Generirati u iz Ujgy).
2. Generirati y iz K.

3. Ako je u > g(y) i¢i na korak 1, a ako je u < g(y) vratiti x = y.
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2.4 Box-Mullerov algoritam

Sljedeci algoritam moze se koristiti za generiranje slucajnih brojeva iz stan-
dardne normalne distribucije.

1. Generirati dva sluc¢ajna broja wu; i us.

2. Vratiti

z1 = +/—2loguy cos(2mus),
29 = +/—2logu sin(2mus) .

Nedostatak Box-Mullerovog algoritma je potreba za racunanjem sin(-) i cos(+)
Sto je vremenski zahtjevno. Sljedeéi algoritam koristi u biti iste transfor-
macije kao i Box-Mullerov algoritam, ali izbjegava ra¢unanje sin(-) i cos(-)
upotrebom metode prihva¢anja i odbijanja.

2.5 Polarni algoritam

1. Generirati dva sluc¢ajna broja wu; i us.
2. Staviti v1 =2u; — 1, v =2us i s = v1 — 32 + vy — 32.

3. Ako je s > 1 i¢i na korak 1.

—2log s
21 = A\ ——— v,
s
—2log s
29 = —— .
s

Analogno Box-Mullerovom algoritmu, polarni algoritam generira par slu¢ajnih
brojeva iz standardne normalne distribucije.

Inace, vratiti

Razlicite rutine za generiranje slucajnih brojeva mogu se nac¢i u knjizi “Nu-
merical Recipes in C: the art of scientific computing”, W.H.Press, S.A.Teukolsky,
W.T . Vetterling, B.P.Flannery, Cambridge University Press, 1992.
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3 Generiranje niza skupova koreliranih nor-
malnih slucéajnih brojeva

Zajednicka distribucija skupa od n normalnih slucajnih varijabli X, Xs,. ..., X,
potpuno je specificirana vektorom srednjih vrijednosti g = (p1, o, - - -, fin),
gdje je

= E(Xy), p2 = E(Xy), dots, u, = E(X,),

in X n (simetricnom) kovarijacijskom matricom

11 C2 -+ Cip
~ Co1 Co2 -+ Cop
C =

Cn1 Cp2 - Cnn

Elementi matrice C su varijance i kovarijance
cit = E[(X; — p) (X — )], zaj=1,2,...,n, k=1,2,...,n.

Zaista, zajednicka vjerojatnosna gustoca slucajnih varijabli Xy, Xs, ..., Xy,
s vektorom srednjih vrijednosti p i kovarijacijskom matricom C dana je sa

1 _%ZZsjk(iﬂj—Mj)(xk_”k)

flzr, o, 2,) = —F——6Xp
\/ (2m)" det C j=1 k=1
(1)

gdje su sj; elementi matrice S = C'~! - matrice inverzne kovarijacijskoj ma-

trici C. Ako se koristi alternativni opis distribucije skupa Xy, X, ..., X,
tada treba naci srednje vrijdnosti i kovarijacijsku matricu prije nego sto se
koristi dolje opisani algortiam za generiranje koreliranih normalnih sluc¢ajnih
brojeva.

Da bismo generirali skup normalnih sluc¢ajnih brojeva zq, xs, ..., z, iz dis-
tribucije (1), upotrebljavamo sljedeéu strategiju. Prvo generiramo nezav-
isne standardne slucajne brojeve z1, 2, ..., 2z, upotrebom jednog od algori-
tama opisanih u prethodnim odjeljcima. Tada racunamo slucajne brojeve
X1, T, ..., T, koriStenjem relacije

J
vy =Y Lwzmtpy, zaj=12..n,
k=1
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gdje je trokutasta matrica

lll

l21 l22

l31 32 33 (2)
lnl an ln3 lnn

odabrana tako da se kovarijacijska matrica slucajnih varijabli

J
Xj :leka+Mj,
k=1

podudara s matricom 6, ukoliko su Zy,Zs,,...,7Z, nezavisne standardne
slucajne varijable. Uocite da sluc¢ajne varijable X1, Xs, ..., X, sigurno imaju
ispravne srednje vrijednosti p, pa, . . ., fin, bududi da je E(Z;) = 0 za k =
1,2,...,n.

Elemente trokutaste matrice (2) mozemo racunati rekurzivno, red po red,

pocevsi s vrha. Prvi element [;; nalazimo iz uvjeta Var(X;y) = ¢, §to
povlaci 12, = cyy, ili ;1 = /c1;. Prvi element drugog retka nalazimo iz

uvjeta cov(Xaq, X) = ¢91, Sto povladi
E[l1Z1(InnZy + l92Zs)] = co1 ili log = con/lh1 -

Drugi element drugog retka nalazimo iz uvjeta Var(Xs) = cq9, $to povlaci

l%l + l§2 = C29, ili l22 = 4/ Co2 — l%l

Opcenito, ako su elementi retka
b1 le—12y -5 k11,
vel izracunati, elemente sljedeceg retka
Ikt Leoy - ooy Lg
racunamo kako slijedi. Koeficijenti ly1, lyo, . . ., lp x—1 nalaze se iz uvjeta
cov(Xy, X)) =cp; zaj=1,2,...)k—1,

sto daje

N A .|
lm:%ilkacm 2= kmlmaza' 2, . k—1.
I ljj
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Konaéno, koeficijent [y, se nalazi iz uvjeta Var(Xy) = cg, Sto povlaci

Ako su koeficijenti [;;, odabrani kao gore, tada slucajne varijable

j
Xj:leka—l-uj, j=12....n
k=1
imaju srednje vrijednosti pi, fi2,. .., s, 1 njihova kovarijacijska matrica se
podudara s matricom C'. Zato je zajednicka distribucija slu¢ajnih varijabli
X1, Xy, ..., X, dana jednadzbom (1).
Na taj nacin proizlazi da se sljedeci algoritam moze koristiti za generiranje
skupa normalnih slucajnih varijabli iz distribucije s kovarijacijskom matricom

C' i srednjim vrijednostima pi1, fto, . . ., fin.
1. Za j = 1,2,...,n, izracunati koeficijente [;1,l;2,...,l;; upotrebom
relacija

k—1
Cjk = 2am=1 Limlkm

ljlz—,lj7k: ,Zak:2,3,...,j—1;
l1 Lk
)
lij =
2. Generirati nezavisne standardne slucajne brojeve zy, 2, .. ., 2, (upotre-

bom jednog od algoritama opisanog u prethodnom odjeljku).

3. Izracunati slucajne brojeve xy, xo, ..., z, pomocu

l

xJ:lekzk—l—,uj, zaj=1,2,....n,.
k=1

Trokutasta matrica koeficijenata [;, definira donju trokutastu matricu L-svi
clementi matrice L iznad glavne dijagonale su nule. CltatelJ moze provjeriti
da je produkt matrice Li njene transponirane matrice LT jednak kovarijaci-
jskoj matrici C. Reprezentacija C = LL" zove se Choleskyjeva dekompozicija
matrice C.
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4 Nedostaci koriStenja istinski slu¢ajnih bro-
jeva, u odnosu na pseudoslucajne brojeve

Brojevi za koje mozemo reé¢i da su sluc¢ajni u strogom smislu, mogu se gene-
rirati fizikalnim procesima (upotrebom raznih elektronskih naprava). RAND
korporacija je 1955 publicirala tablicu s milijun sluc¢ajnih brojeva dobivenih
pomocu takve naprave. Ubaceni u memoriju racunala, ti su ocigledno istin-
ski slucajni brojevi prikladni za upotrebu isto kao i pseudoslucajni bro-
jevi generirani pomocéu LKG. Medutim, tablica moZe biti prekratka. Zaista,
nije neuobicajeno da znanstvene Monte-Carlo simulacije zahtijevaju neko-
liko milijardi slu¢ajnih brojeva. S druge strane, kombinacija LKG-ova moze
proizvesti niz pseudoslucajnih brojeva koji je usprkos toga Sto ima konacan
period, za sve prakti¢ne potrebe dobar kao i beskonacan niz.

Specijalna naprava (slicna onoj koja je generirala tablice RAND korporacije)
mogla bi se pridodati racunalu. Iako bi takva naprava dopustala generiranje
proizvoljno dugackog niza slucajnih brojeva, jos uvijek ne bi bila u poptunosti
zadovoljavajuca, jer bi bilo nemoguce reproducirati potpuno isti niz slucajnih
brojeva.

Velika prednost LKG-ova je reproducibilnost sluc¢ajnih brojeva. Ako je isto
sjeme specificirano na pocetku dva niza, tada ¢e se proizvest isti niz pseu-
doslucajnih brojeva.

Kriticki ¢itatelj mogao bi predloziti da se niz slucajnih brojeva proizvedenih
elektronskom napravom spremi na disk, te ucita s diska ukoliko je poslije
potreban isti niz slucajnih brojeva. Zaista, niz dug 1 milijun cijelih brojeva
zahtijeva 4 MBytea memorije, tako da se oko 100 milijuna slu¢ajnih brojeva
moze lako pohraniti na disk modernog PC-ja. Medutim, ocito je velika pred-
nost da je dovoljno pohraniti jedan jedini broj (sjeme) kada se opetovano
koriste pseudosluc¢ajni brojevi, umjesto pohranjivanja cijelog niza slucajnih
brojeva.

Konacno, samo je stranica kompjutorskog koda (dostupna besplatno) potreb-
na za generiranje pseudoslucajnih brojeva. U slucaju sluc¢ajnih brojeva tre-
bamo bilo dugacku tablicu, bilo dodatak hardware-u racunala. Niti jednog
od toga najvjerojatnije nece biti besplatno.
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5 Zajednicki skupovi sluéajnih brojeva na-
suprot nezavisnih skupova slucajnih bro-
jeva

Monte Carlo simulacija se najces¢e upotrebljava za odredivanje ocekivanja
E(X) slucajne varijable X vezane uz specifican stohasticki model. Simu-
lacija modela rezultira u izlaznom podatku x, realizaciji slucajne varijable X.
Druga simulacija (s nezavisnim skupom sluc¢ajnih brojeva) daje novi izlaz 5.
Simulacija se nastavlje sve dok ne akumuliramo dovoljno veliki broj n izlaza
T1, T2, ..., T, Aritmeticka sredina tih izlaznih podataka @ = n™' Y ) zy
se tada upotrebljava kao procjenitelj za @

Drugi skup Monte Carlo simulacija moze se provoditi bilo s istim bilo s
nezavisnim skupom sluc¢ajnih brojeva. Isti skup slucajnih brojeva koristi se
za

1. Analizu osjetljivosti.
2. Numericko racunanje derivacija.

3. Komparatvne simulacije, vrednovanje izvedbe.

5.1 Analiza osjetljivosti

Ako distribucija slucajne varijable X ovisi o parametru modela, recimo «,
tada je ocekivanje od X funkcija parametra a, t.j., E(X) = Q(«). Jedan od
vaznijih dijelova analize modela simulacije je analiza osjetljivosti.

Analiza osjetljivosti koristi se za odredivanje da li se rezultati simulacije, u
nasem slucaju ocekivanje Q(«), zna¢ajno mijenjanju kada se promijeni vri-
jednost parametra «. Dva skupa simulacija se provode za dvije razlicite vri-
jednosti, recimo «; i aw, parametra «. Vazno je upotrijebiti zajednicki skup
slucajnih brojeva za obje simulacije, jer se inace efekt promjene parametra
moze pomijesati s promjenom slucajnih brojeva.

5.2 Numericko racunanje derivacija

U slucaju da je potrebna derivacija Q' («), ¢esto se upotrebljava aproksimacija
kona¢nim razlikama

Q)= A0t =),

(© Faculty and Institute of Actuaries Poglavlje 7, stranica 13



Predmet 103 “Monte Carlo” simulacija 2000

kada je d dovoljno mali broj. Znacenje derivacije je stopa promjene od Q(«)
po « kada su vrijednosti ostalih parametara fiksne. Stoga je vazno Kkoristiti
isti skup sluc¢ajnih brojeva za rac¢unanje izlaznih podataka zy(a + 0) i zx(«)
slu¢ajnih varijabli X(a + §) i X(«). U suprotnom ¢e rezultat biti znacajno
poremecen varijacijom slucajnih brojeva.

5.3 Komparatvne simulacije, vrednovanje izvedbe

Dva skupa simulacija mogu se izvesti u dvije razlicite situacije danog mod-
ela, ili za dvije razlicite konfiguracije modela. U takvim simulacijama treba
koristiti zajednicki skup slucajnih brojeva.

Slijedi objasnjenje za upotrebu zajednickog skupa slucajnih brojeva. Kom-
parativna simulacija obi¢no ukljucuje racunanje razlike

A= Q) = Qaz).

Uocite da kako se povecava broj simulacija n, tako se smanjuje varijanca
procjenitelja Q(ay ), Q(ae) i A. Medutim, broj simulacija n je uvijek konacan,
te stoga procjenitelj

~

R = Qon) ~ Qo) = = wuon) =+ 3 wulon)
k=1 k=1

ima konac¢nu varijancu
Var(ﬁ) = n~(Var[X(ay)] + Var[X(az)] — 2cov[X(ay), X(as)]).

Jasno je da sto je veéa kovarijanca od X (o) i X(ag), to je manja varijanca
procjenitelja A. Razumno je pretpostaviti da zajednicki skup sluc¢ajnih bro-
jeva proizvodi pozitivnu korelaciju za |o; — as| malo.

Zakljucujemo da koristimo isti skup sluc¢ajnih brojeva kada je potrebna po-
zitivna korelacija.

6 Koliko simulacija provesti za odredenu po-
trebu?

Kao sto je ve¢ bilo spomenuto u prethodnom odjeljku, Monte Carlo simulacija
se obi¢no koristi kada treba odrediti o¢ekivanje @ = E(X) sluc¢ajne varijable
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X vezane uz odredeni stohasticki model. Simulacija modela rezultira izlaznim
podatkom =z, realizaciji slucajne varijable X. Druga nezavisna simulacija
daje drugi izlazni podatak x,. Simulacije se nastavljaju sve dok ne sakupimo
ukupno n izlaznih podataka x1,zg,...,7,. Aritmeticka sredina tih izlaza
Q =n"1Y;_, zy koristi se kao procjenitelj za Q.

U tipi¢énim numerickim simulacijama unaprijed se odredi nivo tolerancije €
(maksimalna dopustena vrijednost greske). Zbog stohasticke prirode Monte
Carlo simulacija, potrebno je takoder prije provodenja simulacija specificirati
nivo pouzdanosti 1 — « (vjerojatnost da je stvarna greska manja od nivoa
tolerancije). Problem se sada sastoji u tome da se odredi vrijednost od n
tako da je neslaganje izmedu @ i @ manja od € s vjerojatnoséu (barem)
1 — a. Postoje dva uobicajena nacina mjerenja neslaganja: apsolutna greska
|Q — @, i relativna greska |Q — Q|/|Q).

Ako se koristi apsolutna greska kao mjera neslaganja, tada se moze upotri-
jebiti sljede¢i argument za potreban broj simulacija. Buduéi da su simulacije
nezavisne, centralni grani¢ni teorem nam kaze da je za velike vrijednosti od
n, distribucija od n=42 37 _ (24 — Q) priblizno normalna s oéekivanjem nula
i varijancom v%. To jest,

% S (- Q) ~ N(0,47).

gdje je N(a,b) normalna slu¢ajna varijabla s ocekivanjem a i varijancom b.
Zakon velikih brojeva nam kaze da je uzoracka varijanca

n

2= > (@~ Q)

n—1
k=1

blizu nepoznate varijance v? za dovoljno velike vrijednosti od n. Stoga,

S .
V=) (- QP

U tablicama normalne distribucije (ili pomoc¢u prikladnog kompjutorskog
paketa) mozemo pronaéi vrijednost z, takvu da je

Pl—zo <N(0,1) <z, =1—-0a.
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Tada

3

P|—z,0< (xp —Q) < zp0| = 1—a,

P|Q-Q| < 2 (e — Q)2 | ~1-a.

L
n(n —1) <

Zato mozemo koristiti sljede¢u proceduru da bismo odlucili da li je dostignuta
zeljena tocnost ili ne.

[y

1. Generirati ng = 30 izlaznih podataka x1,xs, ..., x30.
2. Ako je
R o P )
Ran| =73 Tk — > €,
ng(no — 1) 1

tada je dostignuta trazena tocnost.

U suprotnom, generirati izlazne podatke zj sve dok

Primjedba. Centralni grani¢ni teorem i zakon velikih brojeva daju ispravne
rezultate samo za velike vrijednosti od n. Zbog tog razloga ke sigurnosni
korak 1 uklju¢en u gornju proceduru.

Kao §to je veé prije spomenuto, procjenitelj 2 je blizu nepoznate varijance
v?, te se zato ne mijenja znacajno sa n za n > ng. Stoga bi broj simulacija
potrebnih za Zeljenu tocnost trebao biti blizu

2 10
o 2o - AN\ 2
- e2(ng — 1) ;(mk Q-

Slican argument moze se primjeniti ako se relativna greska ]@— Q|/|Q] koristi
kao mjera tocnosti. Kao rezultat mozemo koristiti sljede¢u proceduru da
bismo odlucili da li je dostignuta zeljena tocnost ili ne u slucaju kada se
koristi kao mjera tocnosti.
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1. Generirati ng = 30 izlaznih podataka x,xo, ..., x30.
2. Ako je
Za 1 u A~ €
(‘rk - Q)2 S )

@ no(ng — 1) p 1+€

tada je dostignuta trazena tocnost.

U suprotnom, generirati izlazne podatke z; sve dok

Za 1 ~ €
1Ql n(n—l);;(m_@2§ l+e’
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