6. OpcCi Markovljev model
— proSirenje modela 2 stanja na vise stanja
J=4{1,2,...,n} ... konaCan skup stanja

(Y;) ... Markovljev proces sa stanjima u J



za stanja g, h € J:

— def. vjerojatnost prijelaza iz stanja g u dobi x u
stanje h u dobi x + t:

tPI" == P(Yyqy = h| Yz =g)

— ako g #= h, ozna. intenzitet prijelaza iz stanja g u
: . gh
h u dobi x + t sa: Pt t



— vjerojatnost neprekidnog ostajanja u stanju g:

107 = PYo4s=9,Vs € [0,t]| Yz = g)

— ako je povratak u g nemoguc, tada:

39 = pd9



Modificirana pretpostavka 2: Za u # v,

i vjerojatnost da (Y;) ima dva ili vise prijelaza u
intervalu [z, z + h] je o(h), h — 0+.



Kolmogorovljeve jednadzbe unaprijed:

Za g,h e J:

0

5 —wpd = (It — w3 ult ) (1)

uFh
uz pocCetni uvjet

=0 za g#h ili gpd" =1 za g=nh.

0

8ttp%" = —pd > i, (2)

uF=g

uz pocetni uvjet op?? =



(2) =

t
1p3 = exp ( / ( :c—I—S)
0 \uzFg



Primjer. Model s dva smanjenja (zbog smrti (1) ili
umirovljenja (2)) i konstantnim intenzitetima prije-
laza

MOl/ NCQ

1 2




Kolmogorovljeve jednadzbe:

0 01

5Pz = w0ult, opdt =0 (3)
%tpgz = weou’?, opp’ =0 (4)
S = G0 4%, =1 (5)

(5) = 8% =exp ((uO + u)t)

(3) = 0 = H01M-|Cilu02 (1 _ 6(M01+,u02)t)

@ = #® =l (1
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Primjer. Model sposoban-bolestan-mrtav (a—s—d)
s konstantnim intenzitetima prijelaza

o)
a ) Jo) S
N /
d

Opazamo N osoba (u dobi od x do x4+ 1).



Statistike:

SRR

S0

. vrijeme boravka osobe 7 u stanju a
. vrijeme boravka osobe ¢ u stanju s
. broj prelazaka osobe 7 iz a u s
. broj prelazaka osobe 7 iz s U a
. broj prelazaka osobe 7 iz a U d
. broj prelazaka osobe 7 iz s u d
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Dovoljne statistike za uzorak:

V=N . V; ... ukupno vrijeme boravka osoba iz
uzorka u stanju a (sposoban)

W =N, W; ... ukupno vrijeme boravka osoba
iz uzorka u stanju s (bolestan)

S =N .,S; ... ukupan broj oboljenja

R =YY {R; ... ukupan broj ozdravljenja

D =¥, D; ... ukupan broj zdravih koji su umrli

U=N,U; ... ukupan broj bolesnih koji su umrli
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Vjerodostojnst parametara u, v, o, p:
L('LL, I/, 0-7 p) e 6_('LL+O-)U . e_(y+p)w . ,LLd . I/’U, . O'S . pr

v,w,d,u,s,r — opazene vrijednosti od V., W, D, U, S, R

Log-vjerodostojnost:

log L(u,v,0,p) =
—(p+o)v—(v+ p)w+
+dlogu +ulogr 4+ slogo +rlogp

(p,v,0,p)
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MLE:

Vi(u,v,0,p) =0

0 d
S —A=—v+—-—=0
3@# p
u
85/ w+1/
S
.
dp p
D U

Y
=)

=
=
=

Q) )

)

I I
g|ﬁ®|mg|g@|&
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Asimptotska razdioba MLE:
(fi, 7,5, p) — (p,v, 0, p) & N4 (0, —V2L(fi, 7,5, p)

ii
f 000
O -+ O O
V20, 5,5,5) L = wox
7
_O O O W
i ~ ~
1
[ — NNO7_7~_ NNO,—,
on— p ( V) U—v ( W)
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7. Binomni i Poissonov model
7.1 Binomni model
OpazZzamo:

— N osoba toChe dobi = n.j.d. smrtnosti
— biljezimo broj umrlih D tijekom 1 godine
— D ~ binomna(N, qx)

— MLE za ¢! §x = %

1 _
Egqr =qz, Varg: = 4 N r)
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U realnoj situaciji:

(a) osobe ne opazamo tijekom istog dobnog inter-
vala

(b) smanjenja (i uvec€anja) uzorka mogu biti ne samo
zbog smrt

— parametri: ;. @4, (1=1,2,...,N)
— statistike: D; (1 =1,2,...,N)
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Cilj: izraziti y,_ 4,94 +q; POMOCU g

Mogucnosti:
(a) uniformna distribucija smrtnosti:

tqr =t qx (O§t< 1)
(b) konstantnost intenziteta smrtnosti:
thzl_(l_Qx)t (O§t<1)

(¢) Balduccijeva pretpostavka:

1-tQp4+t = (1 —1) gz (0<t<1)
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Procjena za q;:

Balduccijeva pretp. + metoda momenata

=
D

—~

YN (1 - a) - Sp—o(1 — b)

31



Aktuarske veliCine:
e centralna i1zlozenost riziku:

N
EgEVZ Z(Ti_ai)
1=1

e pocCetna izlozenost riziku:

N
1
Ex=) (1—a)— > (1-b)~E;+ =D
1

1

e aktuarska procjena:

D
E¢+ 3D

-~

dx
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7.2 Poissonov model

Pretpostavke:
— EY, je deterministiCka veliCina
— intenzitet smrtnosti u je konstantan duz [z, z + 1]

D ~ Poissonova(uFEy)

=
EC)Fk c
P(D=k) =Tt =012,
MLE za u: fi = £
- _ W
Eu=u Varp=—
= p A= e
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7.4 Usporedba modela viSe stanja, binomnog i
Poissonovog

Modele usporedujemo obzirom na:

1. reprezentativnosti

2. jednostavnosti prilagodbe podacima

3. mogucnost proSirenja na druge probleme (a ne
samo na modeliranje smrtnosti ljudi)
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Binomni model:

- ne uzima u obzir vremena smrti

- ako imamo podatke o vremenima smrti, neefikasan
je (ako je pu malo, znatan dio informacije je u broju
smrti, dok je za veliki u vrijeme smrti informativnije)
- g Ima vecu varijancu nego u modelu dva stanja

- baza za neparametarsku procjenu Fi(t)

- parametarski model za smrtnost duz dobnog inter-
vala [z, z + 1]

- kompliciran je za proSirenje na modele viSe stanja
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Poissonov model:

- dobra aproksimacija za modele vise stanja (ako je
1 malo)

- baza za neparametarsku procjenu g,y

- parametarski model za smrtnost duz dobnog inter-
vala [z, x + 1]

- jednostavno se proSiruje na modele vise smanjenja,
ali ne i na modele s poveCanjem
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Modeli viSe stanja:
- najprimjereniji za toCne podatke
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StatistiCka svojstva MLE po modelima:

(a) U modelu viSe stanja MLE je konzistentan i asimp-
totski normalan, varijanca je asimptotski poz-
nata (aproksimacija je dobra za d; < 10)

(b) U Poissonovom modelu MLE je konzistentan i
nepristran, varijanca se raCuna egzaktno za u
to€no, izraz za procjenitelja je isti kao u (a)

(c) U naivhom binomnom modelu, MLE je konzis-
tentan i nepristran, varijanca je funkcija prave
vrijednosti od gy
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Istrazivanje ljudske smrtnosti — intenziteti smrtnosti
su dovoljno mali da se svi modeli mogu primijeniti
sa zadovoljavajuCim rezultatima.

Mnogi drugi fenomeni smanjenja/uveanja se po-

javljuju u aktuarskom poslu t.d. se preferiraju modeli
vise stanja.
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Primjer. Istrazivana je smrtnost grupe osoba izmedu
dobi 60 i 61 godine. Podaci:

osoba dob na dob pri razlog

poCetku izlasku s izlaska
opazanja opazanja

1 60g0m 609g6 m odustajanje

2 60g1lm 61g0m prestanak op.

3 60glm 60g3m smrt

4 60g2m 61 g0m prestanak op.

5 60g3m 60g9m smrt

6 60g4dm 61g0m prestanak op.

7 60g5m 60g1llm smrt

8 60g7m 61 g 0O m prestanak op.

9 60g8m 60g10m smrt

10 609g9m 61 9g0m prestanak op.

40



Zadatak:
(7) Procijenite ggp aktuarskom procjenom

(i1) Procijenite ggg pomocu modela dva stanja
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Rjesenje:

x+ a; ... dob na pocCetku opazanja

x—+t; ... dob u trenutku izlaska iz opazanja
d; ... indikator smrti

e;=1—a; —(1—-d)(1—-1)

v; = t; — ay

(7): Aktuarska procjena:
Geog = 19, d; _ 19, d;
27;121(1_ai—(1—d7;)(1—t7;)) 22121 €
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1 a; t; d; €; (o
1 O 6/12 0 6/12 6/12
2 1/12 1 0O 11/12 11/12
3 1/12 3/13 1 11/12 2/12
4 2/12 1 0O 10/12 10/12
5 3/12 9/12 1 9/12 6/12
6 4/12 1 0O 8/12 8/12
7 5/12 11/12 1 7/12 6/12
8 7/12 1 0O 5/12 5/12
9 8/12 10/12 1 4/12 2/12
10 9/12 1 0O 3/12 3/12
2 4 T74/12 59/12
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74

d_Zd_4Em_Zq_
= aktuarska procjena:
d

A
60 = "F 0~ 74/12
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(i4): d=4, v=2310v; =23 = E¢,

Procjena od Heoq1 je
2

d 4

1= = = 0.8136
"eo+3 T Eg,  59/12

—Heo,1
Gurp=1-e 13 =1-¢798135=0.55567

Napomena: Varijabilnost aktuarske procjene ggg Jje
veCa od q,s7, g Jer ne koristi sve dostupne informacije.
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8. Izgladivanje i statisticki testovi

8.1 Uvod

Potpuno istrazivanje smrtnosti — obuhvaca Citav
Zivotni vijek
= Pret. da imamo podatke za dobi

r=2x1,T2,...,Tm
I to:
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(a) ako koristimo Poissonov model:
- broj smrti dy
- centralnu izloZenost riziku EY
- Sirove procjene [
" Hots
Statistike:
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(b) ako koristimo binomni model:
- broj smrti d
- pocCetnu izloZzenost riziku E, ~ ES + %dw
- Sirove procjene gy
Statistike:

~ _ z(1—qx
qx ~ N(Qwaq (Exq ))
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8.2 Usporedba s drugim iskustvom

Imamo sirove procjene q; ili ﬁw_i_% Zaxr =1x1,TD,...,Tm
podataka osiguranika OD

— Zelimo ih usporediti s nekim poznatim iskustvom
smrtnosti.

(a) Je li to iskustvo konzistentno s prijasnjim?
(Vazno za ispravno vrednovanje buducih premija.)
(b) Je li opazena smrtnost konzistentna s objavlje-
nim standardnim tablicama?
(Vazno ukoliko OD namjerava vrednovati police
koristecCi te tablice.)
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Standardne tablice < objavljene tablice smrtnosti
koje se zasnivaju na velikom broju podataka

Na primjer,

1. Nacionalne tablice smrtnosti baziraju se na popisu
stanovnisStva

2. Tablice koje se zasnivaju na podacima OD-a za
Zivotna osiguranja
(u UK: Continuous Mortality Investigation Bu-
reau (CMIB))
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Zelimo testirati hipoteze:
Jesu li standardne tabliCne veliCine ¢q; ili pj prave
vrijednosti stopa ili intenziteta smrtnosti za svaku

opazanu dob x?

(a) Poissonov model:

Hy : um+%=u;+%, r=1T1,...,Tm
peo
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(b) binomni model:

Hy: gz =¢q5, v=2x1,...,Tm

Hg
Dy s N(Ezq;, Exq;(1 —q3.))
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8.3 Izgladivanje

- procjene g | /:Za:-l—% nisu glatke funkcije dobi x

- raCunaju se iz uzorka

- razlika oCekivanih i procijenjenih vrijednosti su sluCajne
pogreske

©)

(395, © +% <+ izgladene procjene
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8.4 Razlozi za izgladivanje

e Intuitivho oCekujemo da su g, i ug glatke funkcije
dobi (to je pretpostavka iako empirijska istrazivanja
upucuju na nju)

® Gy | ,ax_l_% sadrze informacije o susjednim vrijed-
nostima u dobimaxz—-—1ixz+1

e Izgladivanjem se smanjuje sluCajna greska.

e /bog poslovne prakse je vazno da su izvedene
veliCine (npr. premije) glatke.
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Vazno:

- Nikada se opazene, sirove veliCine ne koriste za
izraCunavanje izvedenih financijskih veliCina.

- Izgladivanjem se ne moze eliminirati pristranost
zbog lose prikupljenih ili opazanih podataka.

55



8.5 PozZeljna svojstva izgladivanja

(a) glatkoca
(b) prilagodenost podacima
(c) prikladnost za upotrebu
- U 0Sig. Zivota se smrtnost ne smije potcijeniti

- U mirovinskom o0sig. se smrtnost ne smije pre-
cijeniti
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8.6 Testiranje glatkocCe

Izgladene funkcije 5133 il '&x—l-l su dovoljno glatke ako
2

su njihove treCe diferencije

- male po iznosu u odnosu na vrijednosti funkcije

- mijenjaju se regularno.

Mnoge metode izgladivanja daju upravo takve funkcije.
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8.7 Testovi prilagodbe podacima

Pretpostavljamo:
- Dz, x =x1,...,xm SU N€zavine s.v.

Testiramo:
- hipoteze o prilagodenosti standardnim tablicama

- izgladenost, tj.

@)
Ho: g =9, x =2x1,...,Tm
il
O
Hp : ,um_|_% :’ua:—l—%’ r=2x1,...,Tm
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Podaci: dgzq,dzs, ..., dzy,
Standardiziramo podatke u skladu sa

- hipotezom Hj
- modelom za D, (binomni ili Poissonovi)

Npr. za Poissonov model i Hy : gz =492, T = x1,...,Tm.

2 —, T=21,...,Tm
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StatistiCki testovi za standardizirane podatke:

oA WN

. x2-test

Pearsonov y2-test

. Test predznaka

Test kumulativnih devijacija

. Test grupiranih predznaka
. Test serijskih korelacija
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Primjer. Navedeni podaci su preuzeti iz istrazivanja
smrtnosti muskih osiguranika jednog druStva za Zi-
votna osiguranja, u dobi od 25 do 65 godina. Sirove
stope smrtnosti su procijenjene pomocCu binomnog
modela i izgladene su matematiCkom formulom. Pret-
postaviljena funkcija je imala Cetiri parametra koji
SU procijenjeni iz podataka metodom maksimalne
vjerodostojnosti.
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35 14211 17 0.001998 28.39 28.33 —2.14
36 12381 21 0.002061 25.52 25.47 —0.89
37 11704 27 0.002124 24.86 24 .81 +0.43
38 11038 24 0.002187 24.14 24.09 —0.03
39 10947 29 0.002250 24.63 24.57 +0.88
40 13885 21 0.002314 32.13 32.06 —1.97
41 11507 30 0.002378 27.36 27.29 +0.51

85673 169 187.03 186.62 —3.21

Sprovedite testove o prilagodbi izladenih stopa po-
dacima. Pretpostavljamo da je izgladivanje sprove-
deno samo u prikazanim dobima.
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Rjesenje:

Testiramo nul-hipotezu:
Hy: qx :&x za x = 35,36,...,41

Binomni model =

HO (@] O O
Dy v~ N(Ey 9z, Ex 4z (1— 4y))
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1. y2-test

Testna statistika: H = Y41 =35 22 < x2(7 — 4)
Opazena vrijednost: h = Y41 .. 22 =10.5
Razina znacajnosti: 5%

Kriticno podruce: C = [7.815, 400)

Buduci da je h € C, odbacujemo Hy.
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2. Pearsonov yZ2-test nije moguce sprovesti zbog
malo podataka.
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3. Test predznaka

Testna statistika:

P = broj pozitivnih devijacija o b(7, )

Opazena vrijednost: p =3
P-vrijednost:

pv=2-P(P<3|Hy) =1

Ne odbacujemo Hjy.

66



4. Test grupiranih predznaka

Testna statistika:

(G = broj grupa pozitivnih devijacija

() (%)
P(G = k|Hp) = (m) Ck=1,2,..., nq
ni
Opazena vrijednost: ¢ =3 (n1 =3, no =4, m=17)
P-vrijednost:

pv = P(G < 3[Hp) =
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5. Test kumulativnih devijacija

Testna statistika:

7 = Za:(DﬂU T ECI? CO]a?)
\/Zx By &IE /1_ &SB)

Pretpostavka: devijacije su nezavisnel

Ho
< N(0,1)

= . . . — 169-187.03 __
Opazena vrijednost: z = /5660 — 1.32

P-vrijednost: P(|Z| > 1.32|Hg) > 0.05
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6. Test serijskih korelacija

Testna statistika:

SR — 7 2i(Zi—2)(Ziy1 —Z)  Ho N(0,1)
1= (7 — V2N (7. |+ — 72 |
V22— 225 (Zig1 - 2)

OpaZena vrijednost: v/7r; = —0.82
(z= =321 = _0.46)

Ne odbacujemo Hy.
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