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Vrijeme trajanja ispita: 120 minuta

Ukupan broj bodova: 100

Broj zadataka: 6

Naznaceno je koliko bodova donosi svaki to¢an odgovor.

Odgovore i rjeSenja zadataka piSite na dobivenim papirima. Na svakom koristenom
papiru naznadite na koji se zadatak odnosi i ¢itko se potpisite.

Dozvoljeno je koristenje dZepnog kalkulatora, statisti¢kih tablica ili vlastitih formula, i
Formulae and Tables for Actuarial Examinations (Institute of Actuaries).




Pomoc¢u FEnglish Life Table No. 12 izracunajte uvjetnu vjerojatnost smrti
muske osobe prije navrSene to¢ne dobi 51, a koja je dozivjela to¢nu dob od 50
godina i 3 mjeseca koristeci sljedece pretpostavke o smrtnosti izmedu dobi 50
ibl:

(a) pretpostavku uniformne razdiobe smrti; (7 bodova)

(b) intenzitet smrtnosti se ravna po Gompertzovom zakonu. (8 bodova)

(ukupno 15 bodova)
U tablici se nalaze podaci dobiveni iz malog uzorka zaposlenika jedne tvornice
koji predstavljaju vremena u mjesecima do prvog izostajanja s posla. Sufiksom

“4+” oznacCena su vremena napustanja posla koja se ne smatraju izostancima
(npr. prekid radnog odnosa i sl.).

muskarci: 6+ 11 13+ 15 16+ 194+ 20
zene: 2+ 4 7 8+ 10+ 12+ 17 21+

Za stopu hazarda vremena do prvog izostanka s posla koristi se Coxov model:
Atlz) = Ao(t)e™,
gdje je x = 0 za muskarce, a = 1 za Zene.
(a) Na koju skupinu zaposlenika se odnosi bazna stopa hazarda? (1 bod)

(b) Odredite parcijalnu vjerodostojnost parametra (3 na osnovi opazenih po-
dataka i procijenite taj parametar metodom maksimalne (parcijalne)
vjerodostojnosti. (7 bodova)

(¢) Procijenite aproksimativni 95% pouzdan interval za £3. (5 bodova)

(d) Imaju li zene znacajno veéu stopu izostanaka s posla od muskaraca?
Sprovedite test. (7 bodova)

(ukupno 20 bodova)



Navedeni dijagram predstavlja Markovljev model za dva uzroka smanjenja,
neprekidan u vremenu. Osoba koja je zaposlena, aktivna (u stanju 0) moze
iz, tog stanja izaéi jedino ako je umrla (stanje 1) ili se umirovila (stanje 2).
Pretpostavlja se da su intenziteti prijelaza iz stanje 0 u stanje 1 i iz stanja 0
u stanje 2, p i v (tim redom), konstantni u vremenu.

Uvjetna vjerojatnost tpib definirana je izrazom:
= B(S(t) =b|5(0) = a),

gdje je S(t) stanje u kojoj se osoba (koja je dobi x u vremenu 0) nalazi u
vremenu t.

(a) Postavite Kolmogorovljeve jednazbe za p%, a = 0,1,2, i pripadne
pocetne uvjete. (7 bodova)

(b) Izrazite ;p2* za sve a = 0, 1,2, kao funkcije parametara u, v i vremena t
i x (tj. rijesite jednazbe iz (a) dijela zadatka).
(8 bodova)

(ukupno 15 bodova)



Kao dio jednog istrazivanja smrtnosti, zabiljezen je ukupan broj umrlih d,
tijekom razdoblja opazanja gdje je x definirano kao dob na najblizi rodendan
u trenutku smrti, x = 55,56,57. S druge strane, tijekom istoga razdoblja
opazanja koje je trajalo od 1. ozujka 2001. do 1. ozujka 2004. godine zabiljezen
je broj zivih osoba i pod rizikom, P, ;, dobi z = 55, 56, 57 na zadnji rodendan
u trenutcima t = 1. ozujka 2001., 1. ozujka 2002., 1. ozujka 2003. i 1. ozujka
2004. godine.

(a) Navedite princip korespondencije i definirajte censusni podatak P, ; koji
je konzistentan s navedenom definicijom dobi. Navedite formulu za
aproksimaciju P, , pomocu opazenih podataka P, ;. (6 bodova)

(b) Navedite formulu kojom se iz prikupljenih podataka P, ;, x = 55,56, 57,
t = 1.3.2001., 1.3.2002., 1.3.2003., 1.3.2004., procjenjuje odgovarajuca
centralna izlozenost riziku ES;. (5 bodova)

(¢) Formulom
dss

B
procjenjuje se parametar intenziteta smrtnosti pse;¢. Odredite vrijed-
nost od f navodedi sve pretpostavke koje ste pri tome koristili. (4 boda)

=

(ukupno 15 bodova)



5. Izgladivanje podataka o smrtnosti muske populacije jedne regije u UK sprove-
dena je upotrebom matematicke formule koja ovisi o 3 parametra procijenjenih
metodom maksimalne vjerodostojnosti na osnovi binomnog modela. Izvod iz
prikupljenih i izgladenih podataka nalazi se u tablici:

dob  broj umrlih izgladene stope pocetna izlozenost

T dy qx riziku E, E,- qx
14 3 0.00038 12800 4.86
15 8 0.00043 15300 6.58
16 5 0.00048 12500 6.00
17 14 0.00053 15000 7.95
18 17 0.00059 16500 9.74
19 9 0.00066 10100 6.67
20 15 0.00074 12800 9.47
21 10 0.00083 13700 11.37
22 10 0.00093 11900 11.07
ukupno 91 73.71

(a) Pomocu x3-testa testirajte prilagodenost izgladenih stopa podacima:
navedite nulhipotezu koja se testira, sprovedite test i komentirajte (uz
razinu znacajnosti od 5%). (10 bodova)

(b) Sprovedite test predznaka: navedite nulhipotezu koja se testira, sprove-
dite test i komentirajte (uz razinu znacajnosti od 5%) i navedite koje se
lose karakteristike prilagodbe detektiraju tim testom u odnosu na test
iz (a) dijela zadatka. (10 bodova)

(ukupno 20 bodova)

6. Neka je T, buduce trajanje zivota osobe sadasnje dobi x i neka je K, cjelo-
brojno buduce trajanje zivota iste osobe.

(a) Definirajte Gy 1 Gz kao matematicko ocekivanje funkcija od K,
odnosno od 7. (6 bodova)

(b) Pokazite da je
Ay = /Uttp:c dt>
0
i izvedite odgovarajuéi izraz za d,.m. (9 bodova)

(ukupno 15 bodova)



Sveudiliste u Zagrebu
PMF-Matematicki odjel
Poslijediplomski specijalisti¢ki sveudili$ni studij aktuarske matematike

ISPIT

MODELI DOZIVLJENJA

10. 9. 2007.

RJESENJA ZADATAKA



Treba izracunati 0.754950.25 -

(a) Uz pretpostavku uniformne razdiobe smrti:

G50 =t - G50
gs0 = (tablice) = 0.00728
= 025050 = 0.25 - g50 = 0.25 - 0.00728 = 0.00182,

P50 = 0.75P50.25 * 0.25P50

0.75 -
= 07505025 = 1 — 0.75D5025 = 1 — O'ff}gm =1= 0_25520 =

_ 0.00546 _
= 0o91R — 0-00547.

(b) Intenzitet smrtnosti (Gompertz): p, = B - C*
Tablice: pso = 0.00687, ps; = 0.00777

= 0.00687 = B - C"° 0.00777 = B - C*!

__ 0.00777 _ _ __0.00687 __ _5
= € =001 _ 113100, B = 45 = 000687 _ 1 4580. 10"

t
tPx = eXp(_ _Ofl’l/x“l's dS)
0.75

= 0.75¢50.25 = 1 —0.75 Pso.2s = 1 — exp(— Of H50.25+¢ dt) =

1 _ _ . (50.25 015 _
l1—exp(—B-C [ Ctdt)
0

=1 —exp(—B - COBETZL) = 1 — ¢=00055657 — ), 00550,



(a) Bazni hazard se odnosi na muskarce.

(1)

(b) Neka su ¢; vremena izostanaka, a R(t;) neka je broj osoba koje jos nisu

izostale s posla i pod rizikom. Tada je parcijalna vjerodostojnost:

t;: 4(z) 7(z) 1l(m) 15(m) 17(2) 20(m)

/8) o eB1 eBl B0 eB-0 eB1 eB-0

( T TePET  6eP+6  3eP16 2eP+4  2eP42  eP+1
3
L = &
(8) 504 - (&7 +1)*- (e +2)?

= U(B)=InL(3) =38 —4In(e? + 1) — 2In(e” + 2) — In 504
(B)=-3+ g5+ 75 =0
& 3P 1l —6=0e ¢ = YB=l = 3=0.2200.

(¢) 1z (a) slijedi

f//(ﬂ) _ 4eP 4eP . = E//(/é) — —1.46101.

T 1+eP)? T (2+€P)

Bududi daje (G — B)y/—£"(6) ~ N(0,1),
= 95% p.i. je B+2-0.8273 = 0.2290 =+ 1.6546.

(d) Testiraju se hipoteze:
Hy: =0
H :3>0
Testna statistika: Z = (8 — 0)y/—¢"(0) i N(0,1)
Opazena vrijednost: z = 8'2@3? = (0.2752

P-vrijednost: P(Z > 0.2752|Ho) = 1 — $(0.2752) = 0.39

(2)

(1)
(2)
(1)
(2)

Ne odbacujemo Hj, u korist alternative Hi, tj. Zene nemaju znacajno

vecu stopu izostanaka s posla od muskaraca.

(1)

(20)



(a) Prema opcoj formuli:

%tpga = Zb;ﬁa(tpgbu?cc—bi-t - tpg:a:ugl—)i-t)? a=0,1,2

M) gu? ==L +v), P =1
A1) 2% = pPu, P2 =0
(IID) 2% = p%v, 22 = 0.

(b) 1z (a) slijedi:

0 = g —Ingp® = —(u+ )t ol =1
= tpgo — e~ (utv)t (2)
(1) = Zub' = ,Ue_(”:V)ta opy =0 (1)
=l = gl [ eV ds = (1 U @
(II) = 2p% =ve Wt (p02 = (1)
= PP =0’ + Oft ve e ds = St (1 — emUen) 2)

(a) Princip korespondencije (suglasnosti, odgovaranja):
Za osobu zivu u trenutku ¢ kazemo da je dobi z ako i samo ako bi se

njena smrt u trenutku ¢ urac¢unala u statistiku d,. (2)

P, , = broj osoba zivih i pod rizikom koje su dobi x na najblizi rodendan,

u trenutku ¢. (2)

Pm/,t ~ %(Pm—l,t + Pmﬂg) (2)

(b) Oznac¢imo: t; = 1. ozujka (2000 +1i). g., i = 1,2, 3,4. Tada:

tq

By = tf Pig,dt = (1)
1

~ %Pé&tl + Pgﬁ,tz + P5/6,t3 + %Péﬁ,u = (2)

~ % i6:55(%Pr7t1 + Pﬂc,tz + Pﬂc,ts + %Pﬂﬁ,M) (2>

(¢) Buduéi da je interval stope dobni interval [z — 1 2 + 1] = [55.5,56.5],
uz pretpostavku konstantnosti intenziteta smrtnosti duz tog intervala,

te da se smrt u srednjem dogada na sredini tog intervala, (2)
f=0. (2)
(15)



5.

Tablica:

(a) Ho: qu —q, 7a sve ¥ = 14,15,...,22

14 3 0.00038 12800 4.86 -0.84 0.7056
15 8 0.00043 15300 6.58  0.55 0.3025
16 5 0.00048 12500 6.00 -0.41 0.1681
17 14 0.00053 15000 7.95  2.15  4.6225
18 17 0.00059 16500 9.74  2.33  5.4289
19 9 0.00066 10100 6.67  0.90 0.8100
20 15 0.00074 12800 9.47  1.80  3.2400
21 10 0.00083 13700 11.37 -0.41 0.1681
22 10 0.00093 11900 11.07 -0.32 0.1024
ukupno 91 73.71 15.5481

Hi: qu #4, za neki x = 14,15, ...,22
X*(9 —3) = x*(6)

Testna statistika: H =

nge je Zm =

Erds(1-0z)
Opazena vrijednost: h = 15.55
P-vrijednost: P(H > 15.55|H,) = 0.016
Odbacujemo Hy (uz 5% rizika).

22 o Ho
r=14 Z:c ~

Hipoteze koje se testiraju su iste kao u (a).

Testna staistika: P = broj pozitivnih devijacija o b(9, %)
Opazena vrijednost: p =5
P-vrijednost: 2 Z?;?{p’g_p} (?)2% =9 2?21 (?)2% =0.51

Ne odbacujemo Hy.

Testom predznaka detektiramo pristranost izgladivanja.
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t .
(a) Uz ag = _O/’vs ds i dg = Y v,

dw:m = E[amin(Tx7n)] (3)
dx:ﬁ\ = E[dmin(Kz—i-l,n)]' (3)

(b) Po definiciji mat. ocekivanja je:

Gem = Eldgmm ] = Of@afx(t) dt + Gmnpr =

o o

v ds fw(t) dt + Gmppe =

fx(t) dtds + APz =

[t
o
.

Us(spm - npm) ds + C_Lﬁmpx =

O, O — 30— 3 O — 3

v spy ds (2)
dw:m = IE[dmin(Km + l,n)] = Zz;é ak Fik|dx + aﬁmpm = (2)
= Ez;é Zf:o Uik\%c + dﬁmpm =

= E?:_Ol i(ipﬂc - an) + dﬁmpm = (2>
= E?:_Ol 'Ulsz (1)
(15)
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