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Vrijeme trajanja ispita: 120 minuta

Ukupan broj bodova: 100

Broj zadataka: 6

Naznaceno je koliko bodova donosi svaki to¢an odgovor.

Odgovore i rjeSenja zadataka piSite na dobivenim papirima. Na svakom koristenom
papiru naznadite na koji se zadatak odnosi i ¢itko se potpisite.

Dozvoljeno je koristenje dZepnog kalkulatora, statisti¢kih tablica ili vlastitih formula, i
Formulae and Tables for Actuarial Examinations (Institute of Actuaries).




1. Stopa smrtnosti osobe iz odredene populacije u dobi 75 je g75 = 0.06229.

(a) Izracunajte go5p75 1 02507575 Uz pretpostavku uniformne razdiobe smrti
izmedu cjelobrojnih dobi. (8 bodova)

(b) Izracunajte iste vjerojatnosti kao u (a), ali uz pretpostavku konstant-
nosti intenziteta smrtnosti izmedu cjelobrojnih dobi. (7 bodova)

(ukupno 15 bodova)

2. U jednom istrazivanju smrtnosti opazano je Sest osoba u dobi izmedu (to¢no)
701 71. Neka su:
a; vrijeme u godinama kada se osoba 7, ve¢ u dobi 70, pocela opazati;
b; vrijeme u godinama kada je osoba i, ve¢ u dobi 70, cenzurirana;
d; =1 ako je i-ta osoba preminula prije x + b;;
= 0 ako je i-ta osoba dozivjela dob = + b;.
t; Ako je d; =1 tada je x + t; dob u kojoj je osoba ¢ preminula.

osoba (i) a; b d; t
1 0 1 0 -
2 03 09 0 -
3 05 1 1 09
4 0 04 0 -
5 0 09 1 0.7
6 0 1 1 0.8

(a) Koriste¢i Poissonov model smrtnosti i uz pretpostavku konstantnosti
intenziteta smrtnosti fizg duz dobnog intervala (70, 71), napisite vjero-
dostojnost od fizp na osnovi zadanih podataka. (5 bodova)

(b) Procijenite fizp metodom maksimalne vjerodostojnosti. (5 bodova)

(¢) Izracunajte procjenu maksimalne vjerodostojnosti od gzo. (5 bodova)

(ukupno 15 bodova)



3.

Za svoju mirovinsku shemu veliko poduzece koristi Markovljev model s tri

stanja (F = “zaposlen”, R = “umirovljen”, D = “mrtav”) kao na slici.
E
Pz Vg
R s D
(a) Definirajte ;pfP. (3 boda)

(b) Napisite odgovarajuci sustav diferencijalnih jednadzbi za ;pE¥, pER,
Dy P, P (7 bodova)

Pretpostavimo da opazamo veliki broj N zaposlenika dobi x. i-ta osoba se
opaza od dobi x + a; do dobi x + b;, gdje su 0 < a; < b; < 1. Medu njima
opazeno je K umirovljenih i M umrlih.

(¢) Uz pretpostavku da su intenziteti prijelaza konstantni izmedu dobi z i
x + 1, napisite njihovu vjerodostojnost na osnovi opazenih podataka o
zaposlenicima. (5 bodova)

(d) Nadite procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti za p,. (5 bodova)

(ukupno 20 bodova)



Kao dio jednog istrazivanja smrtnosti, zabiljezen je ukupan broj umrlih d,
tijekom razdoblja opazanja gdje je x definirano kao dob na najblizi rodendan
u trenutku smrti, x = 55,56,57. S druge strane, tijekom istoga razdoblja
opazanja koje je trajalo od 1. ozujka 2001. do 1. ozujka 2004. godine zabiljezen
je broj zivih osoba i pod rizikom, P, ;, dobi z = 55, 56, 57 na zadnji rodendan
u trenutcima t = 1. ozujka 2001., 1. ozujka 2002., 1. ozujka 2003. i 1. ozujka
2004. godine.

(a) Navedite princip korespondencije i definirajte censusni podatak P, ; koji
je konzistentan s navedenom definicijom dobi. Navedite formulu za
aproksimaciju P, , pomocu opazenih podataka P, ;. (6 bodova)

(b) Navedite formulu kojom se iz prikupljenih podataka P, ;, x = 55,56, 57,
t = 1.3.2001., 1.3.2002., 1.3.2003., 1.3.2004., procjenjuje odgovarajuca
centralna izlozenost riziku ES;. (5 bodova)

(¢) Formulom
dss

B
procjenjuje se parametar intenziteta smrtnosti pse;¢. Odredite vrijed-
nost od f navodedi sve pretpostavke koje ste pri tome koristili. (4 boda)

=

(ukupno 15 bodova)



Osiguravajuce drustvo istrazuje nedavno iskustvo o smrtnosti svojih muskih
osiguranika rentnog osiguranja. Izvod iz prikupljenih podataka se nalazi u
tablici:

pocetna opazeni
dob izlozenost riziku broj umrlih

(z) (Ea) (d:)

70 600 23
71 750 31
72 725 33
73 650 29
74 700 35
75 675 39

(a) Pomocu x3-testa usporedite da li opaZeno iskustvo odgovara iskustvu
smrtnosti iz tablice a(55) Ultimate Mortality Table for Male Annuitants.
Na bazi te tablice su odredene premije za rente navedenog osiguravajuéeg
drustva (OD). Navedite nulhipotezu koja se testira, sprovedite test i
komentirajte. (14 bodova)

(b) Komentirajte kakve ¢e financijske posljedice biti po OD ako nastavi pro-
davati rente koje su vrednovane na bazi tablica a(55). (2 boda)

(¢) Navedite koje su razlike u primjeni testa iz (a) ako opaZene stope smrt-
nosti usporedujemo sa izgladenim stopama

0,=a+ bgs,

pri cemu parametre a, b treba procijeniti iz podataka, a ¢; su standardne
stope iz tablice a(55). (4 boda)

(ukupno 20 bodova)

Neka je T, buduce trajanje zivota osobe sadasnje dobi x i neka je K, cjelo-
brojno buduce trajanje zivota iste osobe.

(a) Definirajte d,m 1 G kao matematicko ocekivanje funkcija od K,
odnosno od 7. (6 bodova)

(b) Pokazite da je

n

Qg = /Uttpm dt,
0

i izvedite odgovarajudi izraz za .. (9 bodova)

(ukupno 15 bodova)
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(a) Uz pretpostavku uniformne razdiobe smrti izmedu cjelobrojnih dobi:

75+t
s = [ cds=ct, 0<t<1 = c=gqr (zat=1) (2)
75
= o025P75 =1 —025q5 = 1 —0.25 - g75 = (2)
=1-0.25-0.06229 = 0.98443, (1)
P75 = 0.75P75 * 0.25P75.75 (1)
=g
= 02P75.75 = T=075 - g (1)
= 09377 — 0.98366. (1)

(b) Uz pretpostavku konstantnosti intenziteta smrtnosti izmedu cjelobrojnih
dobi:

1
prs = exp{— 0fu75+t dt} =e " =1— g =0.93771 (2)
= = —1n0.93771 = 0.0643145. (1)

0.25
025075 = exp{— [ pdt} = e 92" = (.98405, (2)

0
0.25

0.25P75.75 = exXp{— g pdt} = e 031 = (0.98405. (2)
(15)



(a) Neka je v; = t; — a; ako je d; = 1, a v; = b; — a; ako je d; = 0. Tada je
vjerodostojnost od jizg jednaka (do na konstantu):

L(firo) = 10—y e fid (2)
L(ﬂ?O) — e—f70 . g=0.6i70 6—0-4ﬂ70ﬂ70 . e~ 04f70 | 6—0-7/170/170 . 6_0'8’270[170(1)
L) = 9% il @)

(b) MLE od fi7g je rjeSenje stacionarne jednadzbe logvjerodostojnosti:

{(jiz0) = log L(fizo) = —3.9fizo + 3log fizo (1)
_ o 3

(¢) Bududi da je

qr0 = 1 — 6_[”0 (2)
uz pretpostavku konstantnosti intenziteta smrtnosti duz dobnog inter-
vala, MLE od ¢ je

Go = 1—efm = (2)
— 11— e 0T92 — (5366, (1)
(15)



(a) plP je vierojatnost da ¢e osoba dobi z koja je u toj dobi u mirovini, u
dobi = + t biti pokojna. (3)

(b) Prema op¢oj formuli:

208 = S (peene, — p™uts,), a,b=E,R,D, (2)
%tpr = _tpr(pSL‘-i-t + Vaytt), opr =1 (1)
%tpr = 2 puyt — DY Mrays,  opET =0 (1)
%tpr = PR gt + pPPvpry,  opPP =0 (1)
%tpr = —tprM:chta opr =1 (1)
%tpr = P gy, opEP = 0. (1)
(¢) L(p,v) = const. - [[¥, e~ lprv)bizai) . pKy M (5)

(d) MLE je rjesenje stacionarne jednadzbe (za ¢ =In L):

ol al K K
— = — bi—a)+—=0= po=p==—"7"
dp Z;( ) p i (b — ai)

(5)
(20)

(a) Princip korespondencije (suglasnosti, odgovaranja):
Za osobu zivu u trenutku ¢ kazemo da je dobi z ako i samo ako bi se

njena smrt u trenutku ¢ urac¢unala u statistiku d,. (2)

P, ; = broj osoba zivih i pod rizikom koje su dobi x na najblizi rodendan,

u trenutku ¢. (2)

Pm/,t ~ %(Pm—l,t + Pmﬂg) (2)

(b) Oznac¢imo: t; = 1. ozujka (2000 +1i). g., i = 1,2, 3,4. Tada:

tq

By = tf Pig,dt = (1)
1

~ %Pé&tl + Pgﬁ,tz + P5/6,t3 + %Péﬁ,u = (2)

~ % i6:55(%Pr7t1 + Pﬂc,tz + Pﬂc,ts + %Pﬂﬁ,M) (2>

(¢) Bududi da je interval stope dobni interval [z — 3,2 + ] = [55.5,56.5],
uz pretpostavku konstantnosti intenziteta smrtnosti duz tog intervala,

te da se smrt u srednjem dogada na sredini tog intervala, (2)
f=o. (2)
(15)



(a)

Nulhipoteza (Hy) je: ¢ = ¢¢ za sve x = 70, ..., 75. (2)
Uz Hy, broj umrlih D, ~ N(E.q¢, E.q¢(1 — ¢)), (1)
pa se standardizirane devijacije z, racunaju po formuli:

dgc - EmQ;
2y = : (1)
Testna statistika: H = 7 0 22 ~ x%(6). (2)
Racun: (1+1+1)
T Ex dm q; Zx Zg

70 600 23 0.03776 0.073676 0.00543
71 750 31 0.04170 -0.050232 0.00252
72 725 33 0.04602 -0.064608 0.00417
73 650 29 0.05075 -0.712583 0.50778
74 700 35 0.05595 -0.684965 0.46918
7 675 39 0.06164 -0.417228 0.17408

1.16316

Opazena vrijednost h = 1.16316 je manja od x32,5(6) = 12.59 pa ne
odbacujemo H,. (3)
S druge strane, sve devijacije su negativne osim prve sto upucuje da je
opazena smrtnost manja od smrtnosti pretpostavljene tablicom a(55).
To x*-test nije indicirao. (2)

Ako je prava smrtnost manja od smrtnosti opisane tablicom a(55), OD
¢e trpiti vece Stete po policama rentnog osiguranja od ocekivanih.  (2)

Nulhipoteza se od Hy u (a) razlikuje po tome $to umjesto ¢ svugdje
treba s desne strane jednakosti biti &x, a z, se, isto tako, racuna po
istoj formuli kao u (a), samo §to se svugdje ¢ zamijeni sa q,. Testna
statistika H je ista (formulom), ali njena asimptotska y*-razdioba ima
barem dva stupnja slobode manje od testne statistike u (a). To je zato
jer treba procijeniti dva nepoznata parametra a i b iz podataka. (4)

(20)

10



t .
(a) Uz ag = _O/’vs ds i dg = Y v,

dw:m = E[amin(Tx7n)] (3)
dx:ﬁ\ = E[dmin(Kz—i-l,n)]' (3)

(b) Po definiciji mat. ocekivanja je:

Gem = Eldgmm ] = Of@afx(t) dt + Gmnpr =

o o

v ds fw(t) dt + Gmppe =

fx(t) dtds + APz =

[t
o
.

Us(spm - npm) ds + C_Lﬁmpx =

O, O — 30— 3 O — 3

v spy ds (2)
dw:m = IE[dmin(Km + l,n)] = Zz;é ak Fik|dx + aﬁmpm = (2)
= Ez;é Zf:o Uik\%c + dﬁmpm =

= E?:_Ol i(ipﬂc - an) + dﬁmpm = (2>
= E?:_Ol 'Ulsz (1)
(15)
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